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SaZetak: Rad obuhvaca proratun maksimalnih progiba na nosacu kompozitnog poprecnog
presjeka. Objasnjena je elasti¢na linija i postupci odredivanja progiba, zatim je pokazana primjena
spomenute metode na numerickom modelu. Proracun se radio prvo analitickim, a zatim i
numeri¢kim postupkom u programu Scia Engineer 20.0. prilikom primjene numeri¢ke metode,
pretpostavljeno je da je materijal linearno elastian. Rezultati proracuna su prikazani u P — A
dijagramu.

Kljucne rijeci:

Armirano betonski nosac, elasti¢na linija, progib, rubni uvjeti

Parametric analysis of the influence of retention and beam lenght of a composite
cross section beam exposed to bending

Abstract: The paper includes the calculation of maximum deflections on a composite cross section
girder. The elastic (deformation) line and the procedures for determining the deflection is
explained, then the application is shown on a numerical model. The calculation is done first by the
analytical and then by the numerical method in the Scia Engineer 20.0 program. In the numerical
method is assumed that material is linearly elastic. The results are shown by the P — A diagram.
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1. UVOD

Poznato je da se za konstrukciju mora odabrati materijal te geometrija tako da ona zadovolji
potrebne uvjete krutosti, ¢vrstoce i stabilnosti. Kako je u ovom radu pokazana parametarska
analiza utjecaja na veli¢inu progiba jednog armirano betonskog nosaca, podsjetimo se §to
podrazumijeva zadovljenje uvjeta krutosti:

W =< Waop-
tj. maksimalni progib nosaca f ne moze biti ve¢i od dopusStenog progiba wy.

Veli¢ina dopustenog progiba nosaca ovisi o0 namjeni i uvjetima rada promatrane konstrukcije 1
kreée se u granicama:

_ ( L L )
Waor = 200’ 1000
gdje je L — raspon nosaca.

S obzirom da je vazno odrediti veli¢inu maksimalnog progiba u nastavku ¢e biti pokazan
postupak odredivanja elasticne linije te izraCunavanje maksimalnog progiba.

U nastavku rada je pokazana primjena analiti¢kih postupaka na jednom armiranobetonskom
nosacu, s osvrtom na definiranje referentne krutosti kompozitnih popre¢nih presjeka. Potom,
isti primjer analiziramo numericki programom Scia Engineer 20.0. U navedenom programu
analiziran je nosa¢ podrazumijevajuéi linearno elsati¢no ponasanje materijala te su dobijeni
rezultati usporedeni s analitickim rezultatima. Promatramo promjene na nosacu u slu¢ajevima
kad mijenjamo nacin pridrZanja, duljinu nosaca i faktor opterecenja. Na temelju provedenih
analiza, izneseni su zakljucci.



2. ELASTICNA LINIJA

2.1. Pojam elasticne linije
Elasti¢na (deformacijska ili progibna) linija nosaca je uzduzna os Stapa u savijenom
tj.deformiranom obliku. Prikazujemo je kao ravninsku krivulju koja lezi u ravnini xz. U tom
slu¢aju je pomak teziSta presjeka u smjeru osi y jednak 0 (v=0). (Slika 1)

YV ‘z.w

Slika 1. Deformacija Stapa pri ravnom savijanju [1]

Pozivajuéi se na prethodnu tvrdnju, s dovoljnom to€nos¢u mozemo uzeti da se teZiste
proizvoljnog presjeka Stapa pomice u smjeru okomitom na nedeformiranu os Stapa iz to¢ke O1

u tocku O2. Pomak — = w teziSta proizvoljnog presjeka ordinata je leasti¢ne linije nosaca i
1Y2

naziva se progibom nosaca u promatranome presjeku. Najveci probin ozna¢avamo s f . Kut
@, za koji se neki presjek zaokrene u odnosu na svoj prvobitni poloZaj, naziva se kutem
zaokreta presjeka.

Stanje deformacija pri savijanju ravnog $tapa odredeno je progibom w(x) i kutem zaokreta
presjeka @ (x). Izmedu te dvije veli¢ine postoji odredena ovisnost.

dw
tan(p = E

1)

Kut zaokreta promatranog presjeka ¢(x) je jednak derivaciji progiba w(x) po apscisi presjeka;

d
o(x) = ZSC)

()

Na taj nacin odredivanje deformacija nosaca svodi se na odredivanje jednadzbe elasti¢ne
linije nosaca W(X).

Na osnovi fizikalnih svojstava savijene osi $tapa moze se zakljuciti da elasti¢na linija mora
biti neprekinuta i glatka krivulja, §to znaci da uzduz osi Stapa funkcije w(x), kao i njezina prva
derivacija moraju biti neprekinute funkcije.



2.2. Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije

Funkciju za slucaj ¢istog savijanja mozemo lako odrediti jer nam poznata zakrivljenost
nosaca;
M,

1
p EI,
(3)

U opc¢em slucaju savijanja u popre¢nome presjeku Stapa djeluju moment savijanja M, i
poprecna sila T,. Utjecaj poprecne sila na zakrivljenost Stapa ovisi o odnosu visine h i duljine
I. Kod stapa kod kojeg je h<<I utjecaj je popreéne sile na zakrivljenost neznatna pa semoze
zanemariti i s dovoljnom to¢noséu uzeti da zakrivljenost elasti¢ne linije ovisi samo o veli¢ini
momenta savijanja M,,i fleksijske krutosti E1,, prema izrazu (3).

Iz matematike znamo da je zakrivljenost krivulje odredena izrazom:

d*w
1 _ dx2
P B 212
dw
[1 +(ax) l
(4)
Ako usporedimo izraze (3) i (4) dobijamo:
d*w
dx? — M,
1 dwh? 2 - E,
+(Zx)
(5)

Izraz (5) je diferencijalna jednadZba elasti¢ne linije nosaca iz koje mozemo odrediti progibe 1
kutove zaokreta u bilo kojem presjeku nosaca. Vidimo da je to nelinearna diferencijalna
jednadzba drugog reda koje, kao Sto je poznato, €ini odredene teskoce.

Uvazavajuci pretpostavku Otpornosti materijala da analiziramo male pomake,koji su mnogo

dw

2
manji od raspona, bit ¢e (dx) L 1.

2
v _» . v ... (dw iy
U tom slucaju u izrazu (5) mozemo zanemariti (E) kao malu veli¢inu drugog reda u odnosu

na jedinicu pa dobivamo pojednostavljenu diferencijalnu jednadZzbu elasti¢ne linije nosaca:

d*w M,
— =+
dx? EI,
(6)
Jednadzba (6) linearna je diferencijalna jednadzba drugoga reda. To znaci da se pri njezinu
rjeSavanju moze primjeniti princip superpozicije, tj.rjeSenja jednadzbe za razli¢ite slucajeve



optere¢enja mogu se zbrojiti (ukupni progib i ukupni kut zaokreta dobiju se zbrajanjem
rezultata od pojedinacnih utjecaja).

Izrazi koji povezuju momente savijanjaM,,, poprec¢nu siluT, i optereéenje q SU;

arz _dm, . d*M,
dx ’odx T; dx2 T
()
a prema izrazu (2) i (6)
_dw
= ax
(8)
d*w
M, = —EI, P
(9)
Deriviramo li prethodni izraz dobijemo
_ My _d (g L
T, = dx | dx (Ely dxz)’
(10)
a nakon jo$ jednog deriviranja dobijamo
_ dr, _  d’*M, d? d*w
1= =% = " Tax _@( YE)'
(11)
Uzimaju¢i sve gore navedeno u obzir, diferencijalne jednadzbe glase;
_dw
P=ax
d*w
My = _EIJ’W
_— d - d*w
27 dx\" 7 dx?
2 d*w
= EI
1 dx2< Y dx2>
(12)

10



U slucaju kada je Stap konstantnog popre¢nog presjeka, tj. kada je EI, = konst., bit Ce;

_dw
P = dx

d*w
y dxz

(o1 )
T,=—(ElL,—

M, = —EI

y dx3

d*w
1=\Hr

2.3. Analiti¢ki postupak odredivanja elasti¢ne linije

(13)

Analiti¢ka metoda odredivanja kuta zaokreta ¢(x) i progiba w(x) sastoji se u uzastopnom
neposrednom integriranju diferencijalne jednadZzbe elasti¢ne linije

d’w M,

dx? EI,

(14)
Prethono je potrebno izraziti moment M,,(x) kao funkciju opterecenja i apscise presjeka X.

Prvim integriranjem dobijamo izraz za kut zaokreta ¢(x);

dx+ C

_dw M, (x)
o0 =gr=| 51
(15)

Ponovnim integriranjem dobijamo izraz za progib w(x);
M, (x)
w(x) = —fdxf—dx+Cx+D
EI,
(16)

Posljedica integracije su konstante C 1 D koje odredujemo iz rubnih uvjeta.

U slucaju kada je nosac upet na kraju,onda su progib i kut zaokreta u tome presjeku jednaki
nuli;

w(x) =0, px)=0
17)

11



U sluc¢aju kada je nosa¢ zglobno oslonjen na krajevima, progibi su nad osloncima takoder
jednaki nuli;

w(x) =0, wl=0

(18)
Vidimo da za svaki nosa¢ mozemo postaviti dva uvjeta koji se izrazavaju geometrijskim
veli¢inama, progibom w i kutem zaokreta ¢ pa se zato nazivaju geometrijskim uvjetima.

Ako je zadano opterecenje nosaca q(x), jednadzbu elasti¢ne linije nosa¢a mozemo dobiti i
uzastopnim integriranjem izraza (12) odnosno (13).
Za nosa¢ konstantne krutosti ET,, dobijamo;

d*w
EI;,W = q(.X')
(19)
d3w
EI}’W= q(x)dx+(.'1
d*w
Elyﬁ = f dxf qx)dx+Cix+C,
(20)

dw 1 2
Elya= jdxjdqu(x)dx+561x + Cyx + C;

1 1
EIyw=jdededeq(x)dx+gclx3+Esz2+C3x+C4

Konstante integracije C1, C2, C3 i Cs4 odredujemo iz rubnih uvjeta, koji sada ovise ne samo o
nacinu ucvrséenja krajeva nosaca nego i o vanjskom opterecenju koje djeluje na krajevima
nosaca. Za svaki kraj Stapa mozemo postaviti dva rubna uvjeta.

Za upeti presjek (slika 1.) progib i kut zaokreta jednaki su nuli pa rubni uvjeti glase;

w(0) =0, p(0)=0

(21)
koje smo prije nazivali geometrijskim uvjetima.
Na slobodnome kraju Stapa ne znamo ni progib ni kut zaokreta, 1 zato rubne uvjete
postavljamo za moment M,, i poprecnu silu T,. Za slobodni presjek rubni uvjeti glase;
m,)=0, T,(1)=0,
(22)

12



odnosno, primjenom izraza
w'(h)=0, w"'"()=0

(23)

Te rubne uvjete nazivamo statickim uvjetima jer su uzraZzeni momentom M,, i popre¢nom
silom T,.

Ako je nosac zglobno oslonjen na krajevima, progibi i momenti savijanja u krajnjim su
presjecima jednaki nuli;

w=0, M,(0)=0

| (24)
L
wl =0 M,(D=0
odnosno, primjenom izraza (23);
w(0) =0, w'(0)=0
wl) =0 w'=0
(25)

Takve uvjete nazivamo mije$anima jer u sebi sadrze geometrijske i staticke veli¢ine. Vidimo
da su u promatranim slu¢ajevima oba rubna uvjeta, postavljena za krajnji presjek Stapa,
jednaka nuli. Takve uvjete nazivamo homogenim uvjetima.

13



2.4. Grafoanaliticki postupak odredivanja elasti¢ne linije

Grafoanaliticka metoda zasniva se na matematickoj analogiji izmedu diferencijalne jednadzbe
elasticne linije nosaca:

d*w
El y d—xz =-M y
(26)
1 diferencijalne jednadzbe koja povezuje moment savijanja i intenzitet opterecenja;
2
d°M, — g
dx?
(27)
Ako zamislimo fiktivni nosac, jednake duljine i krutosti kao stvarni nosac, optereéen
fiktivnim optere¢enjem g u obliku dijagrama momenta savijanja M,, konstruiranom na
stvarnom nosacu, tako da je;
q=M y
(28)
Moment savijanja na fiktivnom nosacu zbog fiktivnog opterecenja g nazivamo fiktivnim
momentom savijanja M, a popre¢nu silu T nazivamo fiktivnom popre¢nom silom.
Tako imamo;
M
dxz 1
ili, izrazeno pomocu izraza (28);
a‘m
dxz ~ My
(29)
Ako usporedimo jednadzbe (26) i (29) dobit ¢emo;
; d*w d*M
Ydx?  dx?
(30)
ili; o
El,w" =M"
31)

14



Prvom integracijom jednadzbe (31) dobijamo;

EI dw _ am +C
Ydx  dx
(32)
slijedi da je;
M __
dx
(33)
Uzimaju¢i to u obzir izraz (32) moZemo pisati u obliku;
EI dw _ T+C
Ydx '
(34)
Ponovnom integracijom jednadzbe (32) dobijamo;
El,w=M + Cx + D.
(35)
Proizvoljne konstante integracije ovise o rubnim uvjetima.
1z izraza (34) dobijamo da je kut zaokreta presjeka stvarnog nosaca;
_dw T
?=ax T EIL,
(36)
tj. kut zaokreta nekog presjeka stvarnog nosaca jednak je fiktivnoj popre¢noj sili T u
pripadajucem presjeku fiktivnog nosaca, podijeljenoj s fleksijskom krutoScu nosaca EI,,.
1z izraza (35) dobijamo da je progib stvarnog nosaca;
M
w=—,
EL,
(37)

tj. progib u nekom presjeku stvarnog nosaca jednak je fiktivnom momentu savijanja M u
pripadaju¢em presjeku fiktivnog nosaca, podijeljenom s fleksijskom krutoS¢u nosaca E1,.

Uzimaju¢i navedene zakljucke u obzir, odredivanje progiba i kutova zaokreta na stvarnome
nosacu svodi se na odredivanje fiktivnog momenata savijanja 1 fiktivne poprecne sile na
fiktivnom nosacu. Fiktivni i stvarni nosa¢ imaju jednaku duljinu, jednak stupanj staticke
odredenosti te fleksijsku krutost, a razlikuju se samo u na¢inu u¢vrséenja. Uvjete oslanjanja
na fiktivnom nosacu definiramo na osnovi tubnih uvjeta stvarnog nosaca,tako da su u
izrazima (34) i (35) konstante integracije C i D jednake nuli.
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Konzola:

Prosta greda: 5 -
0 w' ) W= w' 2
ﬁo E-lz WZ(()) Stvarni Aw=0 Elz w0 Stvamni
K é nosac nosac

70 T70 T30 T70
=0 E‘lz M=0| Fiktivni M%0 E-lz Mz0Y Fiktivni

T T nosac | nosac
4

Greda sa prepustima:

w70 w70 w70 w70 .
w#0  w=0 E-lz w=0 w0 Stvami
1) 5 nosac
#0 FI?O T#0 | T30
70 M=o FElz M=0| M70F Fiktivni
| 7, nosac

Gerberov nosac:

w'=0 w'z0 W‘?O w'70

=0 w70 Bl w=0 __ w#0 Stvami
) nosac

T=0 T30 T30 | T70

M=0 M50 Elz  W=0| M7 Fiktivni

‘ é ' 7, nosac

Slika 2. Primjeri karakteristicnih konjugiranih nosaca [2]

Stvarni nosac i njemu odgovaraju¢i fiktivni nosa¢ nazivaju se konjugirani nosaci.

Vazno je naglasiti da staticki odredenome stvarnom nosacu uvijek odgovara samo jedan
statiCki odredeni fiktivni nosa¢. Stvarni i fiktivni nosa¢ imaju svojstvo uzajamnosti. Ako od
dvaju konugiranih nosac¢a jedan uzmemo za stvarni, onda je drugi nosac fiktivan.
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3. NUMERICKI PRIMJERI

3.1. Analiti¢ki postupak
Analiti¢ki postupak prora¢una provodimo na zadanim primjerima armirano-betonskog
popre¢nog presjeka (Slika 3.,5. 1 7.). Odabrana je klasa betona je zadana C35/45,
karakteristi¢ne tlatne ¢vrstoce fck = 35 MPa te armatura BS00B, granice popustanja fyk=500
N/mm?. Nosa¢ je opterecen kontinuiranim optere¢enjem ¢ = 15 KN/m i koncentriranom
silom P =5 kN, kako je pokazano crtezom, Slika 3
Young-ov modul elasti¢nosti betona je Ep = 35000MPa = 3500kN/cm?,
Young-ov modul elasti¢nosti armature je Ez = 210000 MPa = 21000 kN/cm?,
U nastavku ¢e na ovom primjeru biti pokazana primjena analitickog postupka, a dobiveni

rezultati ¢e posluziti kao referentna tocka za parametarske analize koje ¢e biti pokazane u
nastavku.

3.2. Analiza prvog primjera nosaca (slobodno oslonjena greda)

P=5kN
g=15kN/m
LI T & &L -F LI & L el I I 1
2 S
|- 300 | 300 L
7 7
600 L
Mmax=75kNm
75kNm

Slika 3. Zadani nosac i pripadajuci dijagram momenta savijanja
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Y1
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2012(2.26cm®)
o) =
o N~
o oM -—
™ 8 o™
o T 20112(2.26cm?) .0
N
N~ > y
N
N~ e)) ™
9 o 0
5 & 3
Q - 3@14(4.62cm?)
N N N
Z4
Z
.30

Slika 4. Poprecni presjek nosaca
Potrebne geometrijske karakteristike poprecnog presjeka nosaca
o Polozaj tezista popre¢nog presjeka
Polozaj tezista u koordinatnom sustavu y’'-z" pokazan je tockom T=(yr,z1), €1je su koordinate

yt= 15 cm, $to je vidljivo zbog ocite simetrije popre¢nog presjka pa je samim time koordinata zt
definirana prema sljedec¢em izrazu;

2-A+z1-As;+25°As;  352100+654,62+52,26
Il 22— = 35,03 cm

7T = =
T A+Asi+As, 2100+2,26+4,62

Dakle, zakljuujemo da je teZiste poprec¢nog presjeka u tocki T u y-z koordinatnom sustavu i
nalazi se na koordinatama T ( 15, 35.03).

Osni momenti tromosti

U promatranom primjeru vidljivo je da se radi o kompozitnom popre¢nom presjeku, te na
temelju toga zaklju¢ujemo da je potrebno izraCunati osni moment tromosti betonskog dijela
presjeka te armature. U tu svrhu promatramo izraze na slici 5. Na njoj su prikazani osni momenti
tromosti ( za lokalne teZiSne osi )za pravokutni i za kruzni poprecni presjek.
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WoAACY ¢ T O Tty

-).

5 =32
fessl-* |k | F=bh
: hb
: Iy= T
) 4 Fd
h
: | 1,=1,= 22
- , xD i Eally e
F = - b4
= 0.0491 D"

D

Slika 5. Momenti tromosti(inercije) za pravokutni i kruzni poprecni presjek/2 ]

Pravokutni poprecni presjek (betonski dio)

3 . 3
ly = 2 = 2272 = 857500 cm*

Osni momenti tromosti za armaturu;
o vla¢na armatura

1,41
64

Iy’ = lys+ Ast 22 =3 - SF 4 Ay 2 =3 - 2204 4,62 - 20,977 = 4149,98 cm*

o tlatna armatura

1,2%m

lye" = ly2 + Asp- 25" =2 - ‘16—4” +Asp - 7o° =2 - ==—=+12,26 - 30,03° = 2038,21 cm*

o U ovom primjeru, odnosno u svim primjerima analiziranim u ovom radu, vazno je
naglasiti da se radi o kompozitnom poprecnom presjeku koji se sastoji od dva bitno
razlicita materijala. Zbog toga moramo na odgovarajuci nacin odrediti njihove
karakteristike a to cemo najlakse postici redukcijom jednog materijala na drugi, tako da
koristimo jedan materijal, a razliku modula elasticnosti koji je diniran parametrom n i

zamijenjen ekvivalentnom povrsinom presjeka

_Ey_3500 _1_
"TE T 21000 6

Iz gore navednog izraza vidi se da se reducirani popreéni presjek sastoji iz samo jednog
materijala a u nasem slucaju to je Celik.
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- _ _ Reducirani poprecni presjek
Ishodi$ni popre¢ni presjek

© Ja

VA Z
y Yy,
b n-b
Izrazi za naprezanja sada glase:
M

O et L +n y Uz zamjenu u nazivniku:

z1 z2

n M Yy IZ“'X’ =IZ1 +Nn 'Izz
o - = =

= Iz1 +N 'Izz

Slika 6. Prikaz i objasnjenje principa redukcije kompozitnog poprecnog presjeka ( predavanja
prof. Marovica)

Konacni izrazi za naprezanja glase:

M
O a1 =|— = Naprezanja u materijalu 1 dobivamo stvarna, jer
zred smo poprecni presjek reducirali na materijal 1,
G . =n M y dok naprezanja u materijalu 2 dobivamo jo$
XxX2 .
= mnozenjem s faktorom n (odnos E,/E,).

Slika 7. Izracunavanje normalnih naprezanja kod analize nosaca kompozitnog poprecnog

presjeka /2]

Reducirani momenti tromosti;

o uvlaénoj zoni presjeka
Iyred” = lyb - n + Iy:Y = 857500 - 0,167 + 4149,98 = 147352,48cm*
o utlacnoj zoni presjeka

Iyrea' = Iy - n + Iys" = 857500 - 0,167 + 2038,21 = 145240,71 cm*
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PoloZaj neutralne linije

_Eyrz A+ E¢ (21 Asy + 2, - Asy)

T TR, A+ By (Asy + 4sy)
~ 3500 - 34,97 - 2100 + 21000 - (65 - 4,62 + 5 - 2,26)

3500 - 2100 + 21000 - (4,62 + 2,26)

=3517cm

Analiza normalnih naprezanja

o vla¢na naprezanja

v M ax 75-100 kNcm

o - 35,17 = 1,79 kN /cm?

max =

C Ty, 147352,48
v . Mmax 01672 200 KNem o 0,209 kN jem?
%5 =Ny Ymax =T 14735248 T fem
o tlacna naprezanja
M 75-100 kNcm
T max 2
T _ Zmax - -34,83 = 1,799 kN
% =T Yme T T1a5240,71 fem
M 75-100 kNcm
T max 2
= . max, = 0,167 - -34,83 = 0,300 kN
O =Ny Ymax 145240,71 fem
Odredivanje progiba
P=5kN

q=15kN/m
A e

N

~.

—~
~

~—e _ Wmax //
R progibna R
A linija B
/|l/ 30m /||/
L 6,0m %
il 4

Ra = Rg = 47,5 kN

Slika 8. Prikaz progibne linije nosaca za zadanim opterec¢enjem (primjer 1)
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Moment savijanja;

2

q-x
M,(x) = Ry-x—P-(x—3,0) - >
Diferencijalna jednadzba elasticne linije;
d*w q - x?
E'Iy'WZ—My(X)=—RA'X+P'(X—3,O)+ 2
g W R PG o307 4 ket
VI > > c (kut zaokreta)
Eolowe P X P30 axt ib
y W= G G o X (progib)
Integracijske konstante odredujemo iz rubnih uvjeta nasaca;
o w(0)=0-D=0
o wiL=67m)=0->w=0
0= —47,5-6,03 N 5-(6,0—3,0)3 N 15 - 6,0* L C60
B 6 6 24 ’
C-60=2877,5

C = 146,25 kNm?

PolozZaj maksimalnog progiba (W,,,.) definiran je uvjetom nagiba tangente na elasticnu liniju;

x=30m
__ L (HATER0T 150N s 3040
Wmax = Tn 6 24 o
275,625 - 10% - 10003 Nmm?
Winax = N =0,9mm
210000 —— - 857500 - 0,167 - 104mm*
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3.3. Parametarska analiza utjecaja promjene nacina pridrZanja nosaca
U ovom dijelu ¢e se pokazati utjecaj nacina pridrzanja na veli¢inu maksimalnog progiba
nosaca te raspodjelu naprezanja. Vazno je napomenuti da je analiziran nosac jednakih

materijalnh i geometrisjkih karakteristika i opterecen jednakim optere¢enjem

1.1.1. Nosac upet s jedne i zglobno pridrzan s druge strane

P=5kN
g=15kN/m
g E 1 LI 1 L L LT F=L_T I 4
- 300 |- 300 I
A A 7
L 800 L
= A
72 _89KkN Mmax=72.89kNm (na leZaju)

Mmax=41.64kNm (u polju)

38.55kKNmM
41.64kNm

Slika 9. Nosac promijenjenih rubnih uvjeta i dijagram momenata savijanja

Y1
AT ;7 i J:t
s 3014(4.62cn)
ﬁ\ nr)
P~ ™
2 b N
< 0> To)
™ % ™
o R i 2012(2 26cm) n.o.
ia y
32}
(30] - M~
o_ =) ™~
® ¥ -
Q 0 2312(2 26¢m)
')'T‘ '!T‘ AT‘
Z
Z
., 30

Slika 10. Poprecni presjek nosaca
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Analiza normalnih naprezanja

o vlacna naprezanja

b Mgy _ 7289 100kNem
% = qyrYmer T T147352,48 A7 =174 kN em
v _ . Minax _ o167 289 100kNem o 091 kN jem?
%5 =Ny " Ymax =T 14735248 = fem

o tlacna naprezanja

r Mgy _7289-100kNem oo o
% = yr, M T T 145240,71 83 = L75 kN/em
T g - Mmax _ 0,167 28 100 KNem o os — 0,202 kN jem?
% =T Ymax = 145240,71 o2 = fem
Odredivanje progiba

L ! L

7 7

L a L b 15

7 7 7

P=5kN
q=15kN/m
R/‘\ b L 1 1 1 J RKld I 1 .1°] 1.1 lB
= A \\\\\‘\io Wmax ///////A
MA Fngitmel/ RB
inija

L 3,0m L
7 7

| 6,0m 2
7 7
R = 59,65 kN
Rg = 35,35 kN

Slika 11. Prikaz progibne linije nosaca za zadan0 opterecenjem (primjer 2)

Novi nacin pridrzanja jedne strane nosaca je prozrrocio i staticku neodredenost sustava. Kod
odredivanja veli¢ine maksimalnog progiba primijenit ¢e se princip superpozicije utjecaja

jednoliko raspodijeljenog optereenja i koncentrirane sile. Izrazi za izraCunavanje navedenih
progiba pokazani su u Tablici 1.
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5 A Ql"
A= a-l :
8 max & 185.E. 1
3
B=2 q-l beix =0,4215-1
n 3
% ¥ . N
‘A g i MRS BV £
l?i e aieti® 8al p
:,‘14' 12 It _”21 “ 16 belx =0.447 -1
+—

Tablica 1. . Izrazi za definiranje mjesta i velicine maksimalnih progiba

Maksimalni progib;

o uslijed djelovanja raspodijeljenog opterecenja

S S 15(N/mm) - (6 - 10° (mm))*
max,q — E ol
185-Ep -1, n 185-210000m1x12-857500-0,167-104mm4
= 0,34926 mm

o uslijed djelovanja koncentrirane sile
p-I3
48 -\5-Ep-1, n
5-103(N) - (6 - 103(mm))3
N
mm?

Wimax,p =

48 -+/5-210000
= 0,03345 mm

-857500- 0,167 - 10*mm*

Zbrajamo vrijednosti dobijene uslijed djelovanja oba opterecéenja samostalno i
dobijamo vrijednost maksimalnog progiba;

Wiax = 0,4 mm
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3.4. Nosa¢ obostrano upet

Nosac je jednakih materijalnih i geometrijskih karakteristika kao i prethodno
analizirani, ali s promijenjenim na¢inom pridrzanja i to obostrano upeti nosac.
Ovdje treba naglasiti da ¢e zbog promjene nacina pridrzanja do¢i do promjene
koli¢ine armature jer je potrebno ojacati vlacnu zonu presjeka.

P=5kN

A =15kN/m N

2 i N

S S YO A S M S 7 S N P B N P R

Z N

¢|, 300 L 300 1>

71 71 71

L 600 [

7 71
Mmax=48.75kNm (na lezaju)
Mmax=26.25kNm (u polju)

48.75kNm 48.75kNmM

|

26.25kNm
Slika 12. Obostrano upeti nosac, opterecenje i pripadajuci dijagram momenata savijanja

Y1
S e i =L
3@14(4.62cm
SRNOR 3] &
N~ ™
o P N
™ o ™
I N 2012(2 26¢r¥ n.o
E _\v L9144 4..:..[7% .
m y
o -] N~
S o B
3 m 3
o} g 2@112(2 26¢m’)
.},c_ _\(. _3(_
Z4
Z
30

Slika 13. Poprecni presjek nosaca
Uvazavajuci spomenute promjene u armiranju poprecnog presjeka u nastavku ¢e biti pokazan
proracun potrebnih geometrijskih karakteristika, te analiza naprezanja.



Analiza normalnih naprezanja

o vlacna naprezanja

b Mgy _ 4875 100kNem
% =y Ymer T TT147352,48 AT fem
v _ . Mimax _ o167 Y878 100KNem oo 1943 kN Jem?
%5 =Ny T Ymax =5 14735248 = fem

o tla¢na naprezanja

r Minax 48,75 - 100 kNcm 34,83 = 1,169 kN /cm?
O = ——" = 34,83 =1, cm
¢ Iy, M 145240,71
I = . Hma _ 0,167 287> 100 KNem o\ 05 — 0,195 kN Jem?
% =T Ymax = 145240,71 o2 = fem
Odredivanje progiba
L 300 L 300 L
7 7 71
[ 600 b
7 7
P=5kN
q=15kN/m
C
Rj\'A d l\{\\J;“L“f‘_‘L_“_L_'fﬂl/—l’/L L :lL BT%
Wmax -
MA ﬁr:(i}glbna MB
30m L
7 K
[ 6.0m i
7 71
Ra = 47,5 kN
Rg = 47,5 kN

Slika 14. Prikaz progibne linije za zadano opterecnje (primjer 3)
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Tablica 2. . . |zrazi za definiranje mjesta i velicine maksimalnih progiba

Maksimalni progib;

o uslijed djelovanja raspodijeljenog opterecenja

Lot 15N /) - (6 - 10° (mum))*
max,q — E. L em
384 Lzl m 384-210000m’:’n2-857500-0,167-104mm4
=0,16834 mm
o uslijed djelovanja koncentrirane sile
p-I3 5-103 (N) - (6 - 103 (mm))?
Wmax,p = oI
192-Ee-Ie*n 192210000 mlynz -857500 - 0,167 - 10*mm*
= 0,018705 mm

Zbrajamo vrijednosti dobijene uslijed djelovanja oba opterecéenja samostalno i
dobijamo vrijednost maksimalnog progiba;

Wiax = 0,2 mm
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3.5. Numericka analiza ra¢unalnim programom Scia Engineer

U nastavku rada pokazat ¢e se numeric¢ka analiza programom Scia Engineer 20.0 nosaca
kojeg smo prethodno detaljno opisali. Primijenjena je Metoda kona¢nih elemenata. Nosac
je diskretiziran Stapnim jednodimenzionalnim konac¢nim elementom (1D) sa zadanim
popre¢nim presjekom. Rasored armaturnih Sipki je pokazan na slikama 18 i 19.
Materijalni parametri su uzeti za klasu betona C35/45, te za armaturu B500B. Nosac je
izloZen jednolikom kontinuiranom opterec¢enju i koncentriranoj sili ¢ije su vrijednosti,
djelovanje i utjecaj prikazani u prethodnim poglavljima. (g =15 kN/m, P =5kN)

Slika 15 . Aksonometrijski prikaz proste grede i deformacijske linije uslijed djelovanja
opterecenja

=
E
—q:
o
I
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Slika 16. . Aksonometrijski prikaz nosaca koji je na jednoj strani upet, a na drugoj zglobno
oslonjen i pripadajuca deformacijska linija

Slika 18. . Aksonometrijski prikaz proste grede i rasporeda armature na njoj
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Slika 19. . Prikaz poprecnog presjeka nosaca

3.5.1. Numericka analiza podrazumijevajuéi linearno elasticno ponasanje nosaca

U uvodnom dijelu je naglaseno da na promatranom nosacu provodimo numeri¢ku analizu te
materijal promatramo kao linearno elastican materijal. Zadan je pripadaju¢i modul elsati¢nosti
materijala En=35 000 MPa te za armaturu E-=210 000 MPa . Rezultate promatrane numeric¢ke

analize prikazujemo u narednoj tablici.

L Nacin pridrzanja | Maksimalni
(m) progib
(mm)
6,0 0,9
7,2 Prosta greda 2,0
8,4 4,0

Tablica 3. Maksimalni progibi za povecanje duljine nosaca od 20% i 40% proste grede

L
(m)

6,0

Nacin pridrzanja

Upet s jedne strane

7,2

1 zglobno prodrzan

8,4

s druge strane

Maksimalni
progib
(mm)
0,4

0,8

1,6

Tablica 4. Maksimalni progibi za povecanje duljine nosaca od 20% i1 40% nosaca s jedne strane
upetog, a s druge zglobno pridrzanog
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L Nadin pridrzanja | Maksimalni
(m) progib
(mm)
6,0 Obostrano upeti 0,2
7,2 nosac 0,4
8,4 0,8

Tablica 5. Maksimalni progibi za povecanje duljine nosaca od 20% i1 40% treceg primjera

I-A
9
8,5
E
< 8
L)
D4
e
> 7,5
<
=
5 7
>
o
6,5
6
0,9 2 4
PROGIBI (mm)

Slika 20. Dijagram odnosa porasta duljine nosaca i progiba proste grede

[-A
9
85
£
S 8
<
8
S 75
s
£ 7y
|
a
6,5
6
0,4 0,8 1,6
PROGIBI (mm)

Slika 21. Dijagram odnosa porasta duljine nosaca i progiba nosaca s jedne strane upetog i s

druge zglobno oslonjenog
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8,5

DULJINA NOSACA (m)

7,5

6,5

0,2 0,4 08
PROGIBI (mm)

Slika 22. Dijagram odnosa porasta duljine nosaca i progiba obostrano opetog nosaca

Iz prethodno pokazanog moze se zakljuciti da je kod analize staticki odredenog sustava promjena
duljine ima nesto veéi utjecaj nego kod staticki neodredenih sustava. Primjerice promjena duljine
od 20% kod staticki odredenog sustava je utjecalo na povecenje progiba 2,22 puta, dok je kod
staticki neodredenog sustava taj utjecaj 22% manji, naravno za pretpostavljeno linearno elasti¢no
ponaSanje materijala.

Faktorizacija opterecenja

POMAK
Faktor uveéanja Prosta greda Obostrano upeti Upet s jedne i
opterecenja (L=6m) nosa¢ (L =6m) zglobno pridrzan s
druge strane
(L=6m)
(mm) (mm) (mm)
0,0 0,0 0,0 0,0
0,5 0,45 0,2 0,1
1,0 0,9 0,4 0,2
15 1,0 0,6 0,3
2,0 2,0 0,8 0,4
2,5 2,5 1,0 0,5
3,0 3,0 1,2 0,6

Tablica 6. Progibi nosaca razlicitih rubnih uvjeta pri faktorizaciji opterecenja ( vrijednosti
dobijene pomocu Scia Engieer 20.0 programa)

Nakon izvrSene faktorizacije optere¢enja na nosacu, uo¢avamo da se progibi znatno razlikuju
ovisno o nacinu pridrzanja nosaca. Tako najvece progibe imamo na prosto oslonjenoj gredi
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dok su najmanja kod obostrano upete grede. Sama razlika je izrazito velika, buduéi da su
progibi na prostoj gredi i do 5 puta vec¢i nago na obostrano upetoj gredi.

p-A
3,5
3
2,5
2
1,5
1
0,5
0
0 0,45 0,9 1 2 2,5 3

Slika 23. Dijagram odnosa porasta faktora opterecenja i promjene progiba na prostoj gredi

p-A
3,5
3
2,5
2
1,5
1
0,5
0
0 0,2 0,2 0,6 0,8 1 1,2

Slika 24. Dijagram odnosa porasta faktora opterecenja i promjene progiba na nosacu koji je na
Jjednoj strani upet i na drugoj zglobno pridrzan
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3,5

2,5

1,5

0,5

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

Slika 25. Dijagram odnosa porasta faktora opterecenja i promjene progiba na nosacu obostrano

upetog

3.6. Analiza naprezanja

3.4.1. Prikaz naprezanja proste grede (f=1,0)

3D stress

Values: ox (1D/2D)

Linear calculation

Load case: sile

Selection: All

Location: In nodes avg. on macro.
System: LCS mesh element

Basic magnitudes

Slika 26. Prikaz naprezanja na prostoj gredi

Pri pojavi naprezanja na prosto oslonjenoj gredi, uocavamo da se u polju javljaju vla¢na
naprezanja u donjoj zoni, dok se u gornjoj zoni javljaju tlatna naprezanja. Takoder, na
lezajevima nemamo moment, tako da su i naprezanja neposredno na njima jednaka nuli.

ox ( lb/ZD) [MPa]
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3.4.2. Prikaz naprezanja nosaca koji je upet s jedne strane i zglobno pridrzan s druge

strane (f=1,0)

3D stress

Values: ox (1D/2D)

Linear calculation

Load case: sile

Selection: All

Location: In nodes avg. on macro.
System: LCS mesh element

Basic magnitudes

ox (1D/2D) [MPa]

-

Slika 27. Prikaz naprezanja na nosacu koji je na jednoj strani upet i na drugoj zglobno pridrzan

U sluc¢aju kada da jednoj strani nosaca imamo upeti leZaj, a na drugoj klizni, na mjestu upetog se

javljaju tlaéna naprezanja u donjoj zoni i vlacna u gornjoj zoni. Na kliznom lezaju nemamo ni

moment ni naprezanja. Takoder, u samom polju se u donjoj zoni javljaju vlacna, a u gornjoj

tla¢na naprezanja.

3.4.3. Prikaz naprezanja nosaca obostrano upetog (f=1,0)

3D stress

Values: ox (1D/2D)

Linear calculation

Load case: sile

Selection: All

Location: In nodes avg. on macro.
System: LCS mesh element

Basic magnitudes '

e “%

Slika 28. Prikaz naprezanja na obostrano upetom nosacu

U slucaju obostrano upetog nosaca, na lezajevima imamo tlacna naprezanja u donjoj zoni i
vla¢na u gornjoj. U polju imamo vlac¢ana naprezanja u donjoj zoni i tla¢na u gornjoj zoni.

ox (1D/2D) [MPa]
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4. ZAKLJUCAK

U ovom radu je analiziran armiranobetonski nosa¢ duljine 6(m). U prvom primjeru spomenuti
nosac je slobodno oslonjen ( prosta greda), u drugom primjeru je s jedne strane upet i s druge
strane zglobno oslonjen, te u tre¢em primjeru imamo nosac upet s obe strane.

Analiza je izvrSena prvo analitickom metodom, zatim i numerickom metodom pomocu programa
Scia Engineer 20.0. Prilikom provedbe numericke metode, pretpostavljeno je da se materijal
ponasa linearno elasati¢no.

Promatran je utjecaj pridrzanja na progib, zatim utjecaj duljine nosaca na promjenu progiba, te
faktor opterecenja na progib. Svi dobijeni podaci su prikazaniu L — A i P — A dijagramima, gdje
je pokazano ponaSanje nosaca pri svim spomenutim promjenama. Nacin pridrzanja ima znacajan
utjecaj na veli¢inu progiba. Primjerice kod obostrano upetog nosaca (koji je 3 puta staticki
neodreden) progib iznosi 22% od maksimanog progiba nosaca koji je staticki odreden odnosno
oslanja se kao prosta greda. Nadalje, kod 1 put stati¢ki neodredenog sustava maksimalni progib
iznosi 44% progiba u odnosu na isti nosa¢ oslonjen kao prosta greda.

Bitno je naglasiti da je u cijeloj analizi promatran materijal kao linearno elasti¢an pa su i
dobiveni rezultati linearni i proporcionalni. Popreéni presjek je kompozitan (beton i ¢elik) te je
zbog toga bilo potrebno krutost popre¢nog presjeka svesti na referentnu krutost ova dva
materijala. Realnije ponaSanje konstrukcije bi se dobilo s uklju¢enjem materijalne nelinearnosti,
Sto bi bilo vazno provijeriti kod izloZenosti nosaca vec¢em opterecenju kada dolazi do popustanja
materijala.
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