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Analiza nosaca prema teoriji plasti¢nosti

Sazetak:

Zavrs$ni rad obraduje teoriju plasti¢nosti kao koncept u projektiranju gradevinskih konstrukcija..
Teorija plasticnosti omogucava efikasnije koriStenje materijala, smanjujuéi tezinu i troSkove
konstrukcija, ali nosi rizik od trajnih deformacija. Kroz rad je pokazana razlika izmedu teorije
elasti¢nosti 1 teorije plasticnosti, prikazan Prandtlov dijagram idealnog elastoplasticnog tijela,
objasnjeni osnovni pojmovi poput momenta plasti¢nosti i plastiénog zgloba te prikazani uvjeti
plasti¢nosti da bi se pojavile plasticne deformacije u nekoj tocki tijela. Takoder je pokazan nacin
plastifikacije popre¢nog I presjeka te kruznog presjeka torzijom. Na kraju su teorijom
plasti¢nosti rijeSena 2 primjera zadatka i usporedena s dopustenim elastiénim momentom.

Kljucne rijeci:

teorija plasti¢nosti, plasticni moment otpora, plasti¢ni zglobovi, grani¢no opterecenje



Analysis of beams according to the theory of plasticity

Abstract:

This thesis explores the theory of plasticity as a concept in the design of civil engineering
structures. The theory of plasticity allows for more efficient use of materials, reducing the weight
and cost of structures, but carries the risk of permanent deformations. Throughout the paper, the
difference between elasticity theory and plasticity theory is demonstrated, the Prandtl diagram of
an ideal elastoplastic body is presented, and key concepts such as plastic moment and plastic
hinge are explained. Additionally, the conditions for plasticity to induce plastic deformations at a
certain point in the body are explained. The process of plastification of a rectangular cross-
section and a circular cross-section under torsion is also demonstrated. Finally, two example
problems are solved using the theory of plasticity and compared with the allowable elastic
moment.

Keywords:

plasticity theory, plastic moment resistance, plastic hinges, ultimate load
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1. UvOD

Projektiranje konstrukcije 1 njene pouzdanosti podrazumijeva analizu konstrukcije i provjeru
njenih elemenata. Analizom se odreduje ra¢unsko djelovanje u svakoj toc¢ki konstrukcije, a
provjerom elemenata sposobnost odupiranja unutarnjim silama. Navedeno se moze izvesti
linearnom elasticnom analizom, elasticnom analizom uz uklju¢enje geometrijske nelinearnosti,
elasto-plasticnom analizom uz materijalnu nelinearnost ili elasto-plasticnom analizom uz
ukljucenje geometrijske i materijalne nelinearnost. Generalno, odabrana analiza ovisi o tipu
konstrukcije, vrsti materijala, potrebi ukljucenja razli¢itih efekata. Kako su u ovom radu
analizirani ¢eli¢ni nosaci fokus ¢e biti na objasnjenju tog tipa konstrukcije. Analize ovise o Kklasi
materijala prema EC3 §to znaci da ¢e se ova analiza primijeniti na one klase 1 i 2.

Plasticne metode koriste se kod portalnih i obi¢nih okvira, kontinuiranih nosaca i drugih
jednostavnih neodredenih konstrukcija.

U ovom radu opisane su osnove plasti¢ne analize, definirani svi osnovni pojmovi potrebni za
proracun konstrukcija prema teoriji plasti¢nosti. Kako je ve¢ ranije naglaseno, u ovom radu ¢e biti
glavni fokus na teoriji plasti¢nosti, ali za potpuno objasnjenje i uvidanje prednosti ovakve analize
u prvom dijelu ¢e se pokazati osnove proracuna prema teoriji elastinosti odnosno apostrofirati

klju¢ne razlike izmedu proracuna prema teoriji elasti¢nosti i teoriji plasti¢nosti.



2. TEORIJA ELASTICNOSTI I TEORIJA PLASTICNOSTI

2.1. Usporedne analize teorije elasti¢nosti i plasti¢nosti

Teorija elasti¢nosti se pri odredivanju odnosa izmedu unutarnjih sila i deformacija ograni¢ava na
fizikalne zakone (Hooke-ov zakon) i dopunjuje ih geometrijskim jednadzbama, uzima
najoptereceniji presjek kao kriticni i prema njemu projektira ostatak konstrukcije.

Teorija plasti¢nosti nadopuna je na teoriju elasticnosti, koristi se prilikom dimenzioniranja kako
bi se smanjila vlastita tezina konstrukcije. Konstrukcija se promatra kao cjelina koja moze izdrzati
lokalna preopterecenja, odnosno ne uzima u obzir iskljuéivo kriti¢ni presjek kao §to je to slucaj

kod teorije elasti¢nosti.
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Slika 1 Obostrano upeta greda, jednoliko opterecena [4]

Prema teoriji elasti¢nosti: dimenzioniranje se provodi za najve¢i moment (na lezaju) slike 1
M = M, = q_LZ
max 2 17
Prema teoriji plasti¢nosti: dimenzioniranje se provodi za moment plasti¢nosti poprecnog presjeka
koji ¢e biti dostignut i u lezaju i u polju slike 1
.72
My q16L




2.2. Metoda dopusStenih naprezanja i metoda grani¢nih stanja

Razlika ovih dviju teorija temelji se na dvije kljuéne metode: metodu dopustenih naprezanja i
metodu grani¢nih stanja.

Prva metoda, metoda dopuStenih naprezanja, temelji se na analizi Cvrsto¢e materijala u
specificnim, kriticnim tockama konstrukcije. Ova metoda procjenjuje naprezanja u opasnim
presjecima 1 usporeduje ih s dopustenim vrijednostima naprezanja. Dopustena naprezanja
definirana su kao maksimalne vrijednosti koje materijal moze podnijeti bez pojave trajnog
oStecenja ili loma. U tom kontekstu, ukoliko racunato naprezanje ne prelazi tu dopusStenu granicu,
konstrukcija se smatra sigurnom, a koeficijent sigurnosti moze se izraCunati prema poznatoj
relaciji:

Ocrit

kg =

Odop

gdje je o, kriticno naprezanje kod kojeg materijal dolazi u neZeljeno stanje $to je kod
elastoplasti¢nih materijala granica teenja ar, doK je g4,, dopusteno naprezanje.

Navedena metoda temelji se na modelu idealnog elasti¢nog tijela i linearnom vezom naprezanje-
deformacija i to sve do pojave loma materijala.

Mora se koristiti ukoliko plasti¢éne deformacije nisu dopustene ili u slu¢aju dinamickog optere¢enja
gdje se plasticne deformacije ne mogu razviti.

Ova metoda, iako u¢inkovita u osiguravanju ¢vrstoce konstrukcije, moze dovesti do neracionalnog

troSenja materijala 1 povecanja mase konstrukcije, $to je ¢esto nepozeljno u inzenjerskom dizajnu.

S druge strane, metoda grani¢nih stanja predstavlja napredniji pristup proracunu, koji se fokusira
na integralno razmatranje ¢itave konstrukcije umjesto pojedina¢nih to¢aka. Ova metoda analizira
grani¢na stanja konstrukcije. U okviru ove metode, dopusteno optereéenje odreduje se kao dio
grani¢nog optereCenja, ¢ime Se osigurava da se analizira cjelokupna reakcija konstrukcije na
vanjske utjecaje.

Metoda grani¢nih stanja uzima u obzir sloZene, nejednolike raspodjele naprezanja, kao §to su one
koje se javljaju pri savijanju, torziji ili u stati¢ki neodredenim konstrukcijama. U takvim
situacijama, kada lokalna naprezanja premasuju granice teCenja materijala, praksa je pokazala da
konstrukcija moZe nastaviti funkcionirati unato¢ pojavi lokalnih plasticnih deformacija. Ovaj

pristup ukazuje na potrebu za korekcijom metode dopustenih naprezanja i koeficijenta sigurnosti.



Temelji se na dva kljucna kriterija: granicno stanje nosivosti (koje se odnosi na maksimalno
opterecenje koje konstrukcija moze izdrzati bez loma) i granicno stanje uporabljivosti (Koje
ukljucuje ograni¢enja poput deformacija, vibracija ili naprezanja koja bi mogla utjecati na
funkcionalnost konstrukcije). Pretpostavka racuna je da navedena stanja nece biti dosegnuta.

Ova metoda omogucuje inzenjerima da naprave optimalan dizajn koji osigurava ravnotezu izmedu

sigurnosti, ekonomske isplativosti i iskoristivosti materijala.



2.3. Plasti¢ni moment otpora

Plasti¢ni moment otpora omogucuje vece opterecenje prije konacnog loma, $to se koristi za dizajn
elemenata gdje se mogu prihvatiti odredene nepovratne (plasticne) deformacije.

Plastiéni moment otpora koristi Se za iskoriStavanje materijala do njegovih maksimalnih
trajnih deformacija u slucaju preopterecenja. Koristenje plasticnog momenta otpora moze smanjiti
troskove jer omoguéuje upotrebu manje materijala za postizanje iste ili veée nosivosti.

Medutim, neki od nedostataka su da zakon superpozicije vise ne vrijedi, a za dimenzioniranje se
treba na¢i mjerodavna kombinacija djelovanja. Takoder, materijal treba imati sposobnost

plastifikacije, a presjeci rotacijsku sposobnost.

Za pravokutni poprecni presjek:
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Slika 2 plastifikacija pravokutnog poprecnog presjeka [3]
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3. METODE PLASTICNOSTI

3.1. Prandtlov dijagram idealnog elastoplasticnog materijala

Teorija plasti¢nosti grana je mehanike krutih tijela unutar koje se matematicki formuliraju odnosi
izmedu naprezanja i deformacije tijela u plasticnom stanju te istrazuju uvjeti teenja.

Plasti¢nost je svojstvo materijala da pod djelovanjem dovoljno velike sile promijeni oblik, a
deformacije koje gotovo u potpunosti trajno zadrzava i nakon prestanka djelovanja sile nazivaju

se plasti¢ne deformacije.
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Slika 3 Dijagram o — ¢ celika [1] Slika 4 elasticno-idealno plasticni materijal [1]

U dijagramu ¢elika na slici 3 kada naprezanje dostigne granicu te¢enja o, deformacija raste neko
vrijeme bez utjecaja naprezanja do &7 kada nastupa o¢vrS¢avanje materijala. Ta je deformacija
mnogo veca od deformacije e, elastiéne deformacije. Daljnjim opterecenjem naprezanje ¢e u
svakoj tocki poprecnog presjeka dosec¢i granicu tecenja prije nego tocka s najve¢om plasticnom
deformacijom zapo¢ne o¢vr§c¢avanje. Odnosno, potpuna plastifikacija popreénog presjeka dogodit
¢e se za vrijeme € < &7. Dijagrami se za takve materijale, kad se upotrebljavaju za dimenzioniranje
konstrukcija, aproksimiraju se pravcem prema slici 4. Tako idealiziran dijagram naziva se

Prandtlov dijagram za idealno elasto-plasti¢ni materijal i moze se vidjeti na slici 5.



Slika 5 Prandtlov dijagram [1]

Za Prandtlov dijagram vrijedi sljedece:

(o)
OSSSstgT : o=Ese

£>8T ; O-:O'T

Materijal se prvo ponasa kao linearno elasti¢an sve do granice te¢enja g, nadalje deformacije
rastu pri jednakom naprezanju.

Kad se teorija plasticnosti primjenjuje za projektiranje konstrukcija, dovoljno je uzeti u obzir samo
pocetni dio dijagrama, jer su maksimalne plasticne deformacije koje nastaju u eksploataciji
konstrukcije istog reda veli¢ine kao maksimalna elasticna deformacija 7. Nasuprot tome, pri
obradbi metala deformiranjem deformacije su velike, pa treba uzeti u obzir Citavo podrucje
dijagrama deformiranja. Tada su, medutim, elasticne deformacije malene u usporedbi s

plasti¢cnima, pa se mogu zanemariti.



3.2.  Uyvjeti plasti¢nosti

Naprezanja u odredenoj tocki tijela, da bi ostvarila plasticne deformacije, trebaju zadovoljavati

uvjet plasti¢nosti. Smjerovi glavnih optereéenja tocke tijela mogu se vidjeti na slici 6.

lo

/ | P

Slika 6 Glavna naprezanja tijela [1]

Cinjenicom da plasti¢ne deformacije nastaju zbog smicanja, Saint Venant definirao je uvjet
plasti¢nosti prema kojem te¢enje materijala nastupa kada najveée posmicno naprezanje dostigne
kriti¢nu vrijednost. Formula za maksimalno posmi¢no naprezanje tada iznosi
01— 03
Tmax = T
Budu¢i da je kod jednoosnog naprezanja (¢ = d4,0, = g3 = 0) uvjet plasti¢nosti ¢ = g, Saint
Venantov uvjet moZze se prikazati u obliku

0, — 03 = Ot

Sto je ekvivalent trecoj teoriji Cvrstoce, a joS se naziva 1 uvjetom najvecih posmic¢nih naprezanja.
Mana ovog uvjeta je $to ne uzima u obzir utjecaj srednjeg po veli¢ini glavnog naprezanja o,.

Uvjet u kojem se uzima i njegov utjecaj uveli su M.T.Huber, R. von Mises i H.Hencky koji glasi
(01— 02)* + (0, — 03)* + (03 — 0,)* = 207

Navedeni uvjet istovjetan je petoj teoriji ¢vrstoce, a naziva se 1 energijskim uvjetom plasticnosti.
Prema ovom uvjetu, bez obzira na oblik stanja naprezanja, teCenje materijala javlja se kada
specificna energija deformacije dosegne odredenu kriti¢nu vrijednost koja je konstantna za svaki

materijal.



3.3. Plasti¢ni moment i plasti¢ni zglob

Plasti¢ni moment maksimalni je moment savijanja koji element moze podnijeti prije nego §to cijeli
presjek postane plasti¢an, odnosno prije nego $to ude u fazu plasticne deformacije. Dok je u
elasticnoj fazi moment savijanja proporcionalan naprezanjima u materijalu, u plasti¢noj fazi odnos
visSe nije linearan. Plasticni moment oznaCava tocku kada cijeli presjek poprecne povrSine
elementa u potpunosti sudjeluje u nosenju opterec¢enja kroz plasti¢ne deformacije.

Za razliku od djelovanja elasticnog momenta kod kojeg eventualno samo dio presjeka, i to na
krajevima, postiZze naprezanje jednako granici tecenja, kod djelovanja plastiénog momenta cijeli
presjek doseze granicu teCenja materijala. Tada materijal viSe ne moze dodatno prenijeti moment
bez znacajnog savijanja, ali moze nastaviti deformaciju bez trenutnog loma.

Plasti¢ni zglob predstavlja mjesto u konstrukciji gdje se razvija plasticna deformacija uslijed
postizanja djelovanja momenta plasti¢nosti, odnosno u svakoj toc¢ki popre¢nog presjeka tijela
naprezanje je doseglo granicu teenja. Kada opterecenje na nekoj konstrukcijskoj komponenti,
poput greda ili stupova, dostigne kriticnu vrijednost, materijal na tom mjestu viSe se ne moze
savijati elasti¢no 1 ulazi u fazu plasti¢nog deformiranja. Kada se formira plasti¢ni zglob, sekcija
viSe ne moze nositi dodatne momente, ali se moze okretati pod konstantnim momentom. Ovo
omogucuje konstrukciji da preraspodijeli opterecenja na druge dijelove koji jos nisu dostigli svoje
kapacitete. Plasti¢ni zglobovi omogucuju razvoj plasti¢nog hoda koji je niz sukcesivnih formiranja
plasti¢nih zglobova duZ konstrukcije, obi¢no u kriticnim tockama kao $to su tocke maksimalnog

momenta savijanja.

Na jednostavnom primjeru (slika 7) prikazat ¢e se ponasanje kontinuiranog nosaca pri postupnom
povecéavanju optereé¢enja sve do njegova otkazivanja.

Cilj konstruktora je postié¢i stanje da poznata sila P, koja djeluje na sustav, bude manja od sile Py
koja uzrokuje kolaps konstrukcije. Ovisno o faktoru optereenja A, sila moze biti takva da vlakna
presjeka uopée ne dostizu granicu popustanja, djelomi¢na 1 potpuna plastifikacija presjeka.
Potpunom plastifikacijom naprezanja su maksimalno iskoriStena i1 svako vlakance je dostiglo
granicu popustanja, a na takvom mjestu je nastao plasti¢ni zglob. U plasti¢nom zglobu javlja se
plasticni moment, lokalni ekstrem momenta savijanja, a njime konstrukcija postaje kinematski

labilan sustav tj. mehanizam.

10
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Slika 7 kontinuirani nosac opterecen silom P [4]

A) Plastifikacija rubnih vlakanaca nosaca
B) Plastifikacija cijelog popre¢nog presjeka, formiranje prvog plasticnog zgloba
C) Dosegnuta nosiva sila, stvaranje drugog plasti¢nog zgloba i formiranje kinematskog lanca

Na slici 8 prikazana je postupna plastifikacija popre¢nog presjeka nosaca.

a) b) c) d ¢) /)

A A

Slika 8 Plastifikacija poprecnog presjeka [3]

a) Plastificiran popre¢ni presjek

b) Naprezanja u elasticnom stanju - M < M,
c) Dosegnuta granica te¢enja — M= W, oy
d) Naprezanja u elastoplasticnom stanju — My <M < My,

e) Naprezanja u elastoplasticnom stanju i pomicanje neutralne osi

f) Raspodjela naprezanja u grani¢nom plasticnom stanju —My = Wy - o7

11



Plasti¢na analiza podrazumijeva plasti¢nu raspodjelu naprezanja po popre¢nom presjeku, stvaranje
plasti¢nog zgloba te redistribuciju momenata savijanja sa svrhom da bi se stvorili plasti¢ni
zglobovi, odnosno mehanizam. Stvaranjem dovoljnog broja plasti¢nih zglobova dogada se kolaps
konstrukcije.
Sposobnost konstrukcije u redistribuciji naprezanja po poprecnom presjeku i izmedu poprecnih
presjeka iziskuje da se ne dogodi drugi nacin otkazivanja prije plasticnog mehanizma. Time moze
biti dostignuto krajnje opterecenje, uz sljedece uvjete:
- Celik mora posjedovati odgovarajuéu duktilnost (sposobnost deformiranja) da se plastiéna
otpornost presjeka moze razviti
- Formiran plasti¢ni zglob mora biti spreman rotirati uz konstantnu vrijednost plasti¢nog
momenta
- Zahtijevana adekvatna rotacijska sposobnost plastiénog zgloba da bi se omogucilo

kreiranje mehanizma kolapsa te redistribucija momenta

Stroga teorija plasti¢nosti promatra stvarno elasto-plastiéno ponaSanje materijala u svakom
vlakancu elementa i dokazuje da je nosiva sila sustava veca od opterecenja za dimenzioniranje.

Proratunom pomocu pojednostavljene teorije plasticnosti, plasticne deformacije uzimaju se u
obzir iskljucivo u lokalnim zonama plasti¢nih zglobova dok se izvan njih pretpostavlja potpuno

elasti¢no ponaSanje materijala, kao $to je prikazano na slici 9.

Zona plastificiranja

Egzaktna teorija l
plasti¢nosti

Stvaranje plastiénog podrucja
ispod koncentrirane sile

Idealiziranje do plasti¢nog zgloba Plasticni zglob

Pojednostavnjena _%%;f%
teorija plasti¢nosti 7

h;[— Kut zaokreta Ag
Sposobnost rotacije Ax

@

Slika 9 Stroga i pojednostavijena teorija plasticnosti [2]
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3.4. Plasti¢na torzija ravnog Stapa okruglog presjeka (d)

Pri elasti¢noj torziji navedenog Stapa posmi¢na naprezanja su proporcionalna s udaljenoséu p od

sredista presjeka 1 mogu se izraCunati kao:

M,
T= —*%

Iy

Najvece naprezanje javlja se u konturama presjeka i iznosi:

M, M,
T =—%r = —
Gdje W, glasi:
m* d*
W—Ip— 37 _T[*d3
Py d 16
2

Navedenim informacijama maksimalni moment torzije po metodi dopustenih naprezanja iznosi:

mxd3

(Mp)g = Wy * Tax = 16 * Tmax

Na slici 10 mogu se jasno vidjeti udaljenost p, radijus r i najvece posmicno naprezanje T,,qy -

'y r
T T Tmax
max
‘|||||M|W|I, r1
y 13 ‘ : : M *
(Mg ;
Slika 10 Elasticni moment torzije [5] Slika 11 Elastoplasticni moment torzije [5]

Daljim povecanjem momenta torzije, kod elastoplasticnih materijala, rastu naprezanja u
unutarnjim, manje opterecenim to¢kama presjeka. Tako se u popre¢nom presjeku javljaju elasti¢na
jezgra polumjera r; i plasti¢na zona koja je obavija, radijusa r; i r. llustracija navedenog vidljiva

je naslici 11.
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p

_ . 0spsry
= T
T { 1 Za r1Spsr
Tmax

Moment elastoplasti¢ne torzije (M;)x dobiva se iz jednadZbe ravnoteze:

1 r
2
(Mt);:f‘[max*i_*d‘q-l' meax*p*dA
1
0 1

Kada se u jednadzbu uvrsti vrijednost dA = 2 * w * p * dp elastoplasti¢ni moment iznosi:

., mxd? e
(Mg = 7 F 1- 2773 Tmax

Odnosno, kada se plasti¢na zona proSiri na cijeli presjek i radijus elasticne jezgre dode do nule,

kao Sto je prikazano na slici 12, nastaje granicni plastiéni moment torzije.

(Mt)pl = § *T0 %13 Tmax

(Mt)pl

Slika 10 Plasti¢ni moment torzije [5]

Plasticni moment torzije takoder se moZe zapisati kao:
(Mt)pl = Wpl * Tmax

1z navedene dvije formule moZe se izvu¢i da je plasticni moment otpora jednak:

W T *d>3
PL™ 12

Plasti¢ni moment otpora moze se usporediti s ve¢ prije navedenim elasti¢nim i uvidjeti razlika.

W T d3
pl _ 12 _
= e = 133
16

Moment teorijjom plasti¢nosti veci je za 33% od momenta teorijom elasti¢nosti.
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3.5. Postupci proracuna prema teoriji plasti¢nosti

Postupke odredivanja grani¢nog opterecenja mozemo podijeliti na 3 nacina:

e Postupak neposrednog pracenja nastanka plasticnih zglobova da bi sustav postao
mehanizam. Pri tom se veli¢ina grani¢nog opterecenja odreduje iz jednadzbi ravnoteze i to
uz uvjeta da je u presjeku plasticnog zgloba moment savijanja jednak momentu pune
plastifikacije $to podrazumijeva da se aktivirao toliki moment da su svi dijelovi presjeka
dosli do granice teCenja materijala.

e Staticki postupak - staticki neodreden sustav se umetanjem zglobovima pretvara u staticki
odreden nakon ¢ega se superponiraju vrijednosti momenta savijanja nastale uslijed
zadanog vanjskog optere¢nja i oslobodeni momenti savijanja.

e Kinematski postupak — primjena principa virtualnog rada gdje se podrazumijeva
izjednaCavanje rada vanjskih sila s radom unutarnjih sila.

Za plasti¢ni proracun moraju biti zadovoljeni uvjeti:

Uvjet mehanizma: krajnje opterec¢enje dosegnuto kada se formira mehanizam

Uvjet ravnoteze: suma sila i suma momenata jednaka je nuli

Uvjet plasticnog momenta: moment bilo gdje u konstrukciji ne moze biti veéi od

plastiénog momenta
Nije moguce zadovoljiti sva 3 uvjeta u jednom koraku plasti¢ne analize, iako ¢e uvjet ravnoteze
uvijek biti zadovoljen. Za proracun krajnjeg opterecenja konstrukcije na temelju pretpostavljenog
mehanizma dobiveno rjeSenje bit ¢e korektno ili preveliko. Navedeno pripada kinematskom
teoremu tj. teoremu nesigurnosti. Njime se pribliZava grani¢nom opterecenju odozgo odnosno
dobiva se gornja granica. Kod kinematicke metode pomatraju se razli¢ita kinematicki moguca
stanja, najmanje opterec¢enje najbliZe je rjeSenje granicnog opterecenja s gornje strane.
S druge strane, rjesenje postignuto crtanjem dijagrama statickog momenta bit ¢e korektno ili
premalo. Staticki teorem tj. teorem sigurnosti priblizava se krajnjem grani¢nom opterecenju
odozdo odnosno dobiva se donja granica. Promatranjem razliCitih staticki mogucih stanja najvece
opterecenje dat ¢e donju granicu grani¢nog opterecenja.
Ovisno o nacinu na koji se rjesava problem dobit ¢e se gornja ili donja granica opterecenja.

Ukoliko su oba teorema zadovoljena to rjesenje je korektno rjesenje.
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4. Numericki primjeri

U nastavku ¢e se na dva kontinuirana nosaca pokazati primjena teorije plasticnosti pri proracunu
opterecenja nosaca. Odabrani su staticki neodredeni sustavi optereceni jednoliko raspodijeljenim
optere¢enjem i koncentriranom silom i pokazana primjena uravnotezenja presjeka i princip
virtualnog rada. U prvom dijelu primijenjen je prethodno opisani analiticki postupak i izraCunato
opterecenje koje moze podnijeti zadani nosac. U drugom dijelu su za odabrano opterecenje
proracunate unutarnje velicine, kako bi se pokazalo koliko je prekoracenje izraCunatih momenata
savijanja u odnosu na maksimalnu vrijednost momeenta savijanja dobivenog proracunom prema

dopustenim naprezanjima.

4.1. Primjena teorije plasti¢nosti

Primjer 1. Potrebno je odrediti dopusteno kontinuirano optereéenje q za sustav prikazan na crtezu,

prema teoriji plasti¢nosti.

5m 3m

Popre¢ni presjek:
z

or = 23,5 kN /cm?

k=15
Wer, = 324 cm3
Wy, = 367 cm3
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a) Postupak neposrednog pracenja nastanka plasticnih zglobova

Kao Sto se vidi zadani sustav je 1 puta staticki neodreden $to bi generalno podrazumijevalo da
¢e se pojavom dva plasti¢na zgloba zadani sustav pretvoriti u mehanizam. Plasti¢ni zglobovi
potencijalno se mogu pojaviti na mjestu lokalnih ekstrema momenata savijanja u elasti¢noj
ravnotezi. Ovdje treba primijetiti da se analizira kontinuirani nosac §to znaci da ga za analizu
shema plastifikacije trebamo promatrati kao niz prostih greda, §to znaci da se analizira svako
polje zasebno, jer ¢im jedno polje polje postane mehanizam nosac vise ne funkcionira kao

kontinuirani.

Moguc¢a mjesta plastifikacije na mjestima ekstrema savojnog momenta:

Ll bgobio bbb Ldege L L o).

]

Ra

Prema podatku da je konacan broj shema plastifikacije jednak razlici broja mogu¢ih momenata
plasti¢nosti s brojem stati¢ke neodredenosti imamo dvije sheme plastifikacije.

1. Shema:

Ra

b) Jednadzbe ravnoteze

V=0 Ri—q*x=0 — x= -4
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Iz jednadzbe 3,V = 0: M, = -4

12 (VZ-1)"  qxI?
= — *
2q 2

O Wot _ 235367 _ 5749,67 ke
ks - 1'5 - ) cm

pl

(V2-1)°

Mpl,dop =

2Mypraop 2% 574967
P(NVZ-1)" 5002 (VZ-1)°

Qdop =

= 26,81 kN/m



2. Shema

Mpl Mpl

L1

My, + Ry * L1 —
2
|z jednadzbe Y,V = 0: M,,; = ’;_2
q * L1?
2

—Rj q = L12
2q B* 2

- pl=RB*L1_

R 1+R L1
* — * —
Bi2q " 2

RB:q*Ll*(ﬁ—l)

L@ L12x(V2-1)  qxL1?
- 2q -T2

M _ og*Wy 23,5367
pl,dop ks 1’5

pl

2Mp1a0p _ 2% 5749,67
2(VZ-1)" 3002%(vVZ-1)°

Qaop =

Usvaja se manje dopusteno naprezanje .

* 12
q —0

Rb

r(V2-1)°

= 5749,67 kNcm

= 74,47 kN/m
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Primjer 2. Potrebno je odrediti dopustenu koncentriranu silu P za sustav prikazan na crtezu, prema
teoriji plasti¢nosti.

P P P
|
| —
1,67 1,67 1,67 2000 000
5m 3m -

z

S |

or = 23,5 kN/cm?

kg =1,5
Wer, = 324 cm3
Wy, = 367 cm3

Ovdje imamo koncentriranu silu, za razliku od proslog primjera, tako da ¢e i postupak rjesavanja
biti nesto drukc¢iji. Koristiti ¢e se kinematski postupak tj. princip virtualnog rada gdje se u racunu
izjednacavaju vanjske sile s unutra$njim za bilo koji virtualni, hipotetski pomak.

Mjesta moguce plastifikacije opet su na mjestima lokalnih ekstrema momenta savijanja.
Analizira se kontinuirani nosa¢ §to znaci da ga za analizu shema plastifikacije trebamo promatrati
kao niz prostih greda, odnosno da se analizira svako polje zasebno, jer ¢im jedno polje polje
postane mehanizam nosac viSe ne funkcionira kao kontinuirani.
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1. Shema

P P P
= ( J. )
Mpl Mpl
— a PR a P a -—
P P P
+Mpl ( .M)pl
BI/ ©1a (@
B:2a

P*Bl*a +P*92*a— Mpl*ez_ZMpl*01=0

0, xa 6;*a

2a a
2

— 0, = =
1 2

92 02
P*7*a+P*92*a—Mpl*BZ—ZMpl*7=0

3
saxPx0, =2M, 0,

2
M, = - P
pl 461 *
P = %* pl
2. Shema
P P P
s 2
Mpl Mpl
= = [
A )
Mpl =81 Mpl 92a 62

B1a




3. Shema

P*Ql*a +P*92*a_Mpl*92_2Mpl*91:0

6,xa 0O,xa

2a a
01

2

6, 6,
P*?*a+P*91*a—ZMpl*Hl—Mpl*?z0
3 5
Ea*P*leiMpl*el

P P P
| - 2
b C
P P P
Mpl Mpl
| N ")

Px6yxc— My *0; —2My, 6, =0

O,xc  O1%b
b b

— 01= %92

C
P*BZ*C_MPI*HZ_ZMPI*_szo

b
2c
Pre=ye(1+7)
v Pxc
pl =
1
M 2
c b
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og * Wy, _ 23,5 %367

Mp1a0p = i TS = 5749,67 kNcm
4 * Mpl,dop 4 x 574‘9,67
Piop1 = 3a = —331e7 = 45,91 kN
5% Mpaop 5 *5749,67
Paopz = 3d = 37167 = 57,38 kN

M 2c M 200 5749,67
Pdop3= Cpl*(l'i‘_):M*(l‘F )=2*—=114,99kN

b 100 200 100

Usvaja se najmanja dopustena sila P.



4.2. Analiza uz ra¢unalni program Scia engineer

Za zadani I presjek granice te¢enja 23,5 kN /cm?, koeficijenta sigurnosti 1,5 i elastiénog momenta

otpora 324 cm? najveéi dopusteni elastiéni moment metodom dopustenih naprezanja iznosio bi:

M _og*x Wy  235%324
el,dop — ks - 1’5

= 5076 kNcm = 50,76 kNm

U prvom zadatku teorijom plasticnosti postignut je moment 62,84 kNm Sto je za 24% veca
vrijednost i veéa iskoristivost materijala. Uz ra¢unalni program Scia engineer prikazan je dijagram
momenta zadanog nosaca (slika 13) gdje se moze vidjeti da je na jo§ jednom mjestu postignut

moment veci od elasticnog odnosno moment 55,27 kNm.

-26,81
-6 kNm
-26,81

g
g

_{A
/

S

?
Nl 268

™

=
=
4
I~
(o]
wy
L

Slika 11 Dijagram momenta nosaca prvog zadatka [6]

U drugom zadatku teorijom plasti¢nosti postignut je moment 57,46 kNm §to je za 13% veca
vrijednosti 1 iskoristivost materijala. Ra¢unalnim programom Scia engineer prikazan je dijagram

moment zadanog nosaca (slika 14).

€

E £

g 5 | | a

667 | 67 [ 1667 - _
| | :

\ | \l\l/l/l/
e |

Slika 12 Dijagram momenta nosaca drugog zadatka [6]
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5. ZAKLJUCAK

Teorija plastiCnosti predstavlja vazan aspekt u projektiranju gradevinskih konstrukcija,
omogucujuéi optimalno iskoriStavanje materijala pri njihovom dimenzioniranju. Za razliku od
teorije elasticnosti, koja se fokusira na ponaSanje materijala unutar elasticnih granica, teorija
plasticnosti omogucéava projektantima da predvide i koriste plasticne deformacije materijala za
poboljsanje nosivosti i ucinkovitosti konstrukcija. Analiza je pokazala da plasticne metode
prorauna imaju znacajne prednosti u smislu smanjenja materijala i troskova, uz moguénost
povecane nosivosti konstrukcija. Medutim, ove metode ukljucuju i vece rizike trajnih deformacija
te zahtijevaju pazljivo ispitivanje i dimenzioniranje kako bi se osigurala sigurnost i stabilnost.
Plasti¢ni moment otpora i stvaranje plasticnih zglobova klju¢ni su pojmovi u teoriji plasticnosti,
omogucujuci sustavima da pretrpe preopterec¢enja i deformacije bez trenutacnog otkazivanja.

U konacnici, usporedivanjem rezultata dobivenih elasticnom i plasticnom analizom, plasti¢na
metoda pokazuje 13% i 24%, a u nekim slucajevima i do 83% veci kapacitet dopustenog
optereéenja, $to potvrduje njenu superiornost u odredenim situacijama. Medutim, koristenje ove
metode zahtijeva detaljno razumijevanje materijalnih svojstava, grani¢nih stanja 1 rizika

nepovratnih deformacija kako bi se osigurala dugoro¢na pouzdanost konstrukcija.
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