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Parametarska analiza utjecaja visine nosa¢a kompozitnog poprecnog presjeka izlozenog
savijanju bez i s uklju¢enjem materijalne nelinearnosti

Sazetak:

U zavrSnom radu proveden je proracun maksimalnih progiba na nosacu kompozitnog
poprecnog presjeka. Objasnjena je elasticna (deformacijska) linija i1 analiticki postupak
odredivanja progiba nosaca, a zatim je prikazana primjena na numerickim primjerima.
Provedena je parametarska analiza utjecaja nacina pridrzanja nosaca te promjena visine
poprecnog presjeka. Proracun je najprije napravljen analiticki, a zatim numericki racunalnim

metodama.
Kljuéne rijeci:

armirano betonski nosaci, elasti¢na linija, progib, visina popre¢nog presjeka, rubni uvjeti

Parametric analysis of the influence of the height of the beam of composite cross-section
exposed to bending without and with the inclusion of material nonlinearity

Abstract:

In the final work, the calculation of the maximum deflections on the beam of composite cross
section was performed. The elastic (deformation) line and the analytical procedure for
determining the deflection of the girder are explained, and then the application on numerical
examples is presented. A parametric analysis of the influence of the method of retaining the
girder and changes in the height of the cross section was performed. The calculation was

made first analytically and then numerically by computer methods.

Key words:

reinforced concrete girders, elastic line, deflection, cross-sectional height, boundary
conditions
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1. UVOD

U radu je opisana matematicka formulacija elasti¢ne linije nosaca te pokazani analitic¢ki i
numericki nacini odredivanja progiba i kuta nagiba tangente na elasticnu liniju. Navedeno je
iznimno vazno jer se tim postupcima vrSi kontrola krutosti nosaca. Krutost je svojstvo
materijala da se odupire deformaciji. Dobiveni progibi trebaju biti unutar dopustenih granica, a

maksimalna dopustena vrijednost ovisi 0 namjeni i uvjetima rada promatrane konstrukcije.

U radu ¢e se analizirati slobodno oslonjeni nosa¢ pravokutnog popre¢nog presjeka. Najprije ¢e
se odrediti diferencijalna jednadzba njegove elasti¢ne linije, a zatim ¢e se odrediti maksimalni
progib. Zatim ¢e se za nosac iste duljine, popre¢nog presjeka i jednako optere¢en, mijenjati
krajnja pridrzanja t odrediti maksimalni progib u tim slu€ajevima. Analizirat ¢e se utjecaj

promjene pridrzanja na vrijednost progiba.

Zatim ¢e se za sve navedene nosaCe provesti numeri¢ki proracun u programu SCIA
Engineering, te ¢e se odrediti progibi za nominalno opterecenje, a zatim i za opterecenje

faktorirano s koeficijentima: 0,0; 0,5; 1,0; 1,5; 2,0; 2,5; 3,0.

Na kraju ¢e se istraziti i utjecaj povecanja visine poprecnog presjeka za 20% 1 40% na

vrijednosti progiba za sve navedene nosace 1 sve navedene koeficijente opterecenja.

Na temelju provedenih analitickih 1 numerickih analiza na kraju su izvedeni zakljucci.
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2. ELASTICNA LINIJA

2.1 Pojam elasticne linije

Elasti¢na linija nosaca ili progibna linija nosaca uzduzna je os Stapa u deforminarnom
(savijenom) obliku. To je ravninska krivulja koja lezi u ravnini Xz gdje je pomak tezista
presjeka u smjeru osi y jednak O.

ORRRRRRRRNNRRNS

YV ‘z,w

Slika 1, Elasticna linija nosaca [1]

Progib nosaca je pomak teZista proizvoljnog popre¢nog presjeka Stapa u smjeru okomitom na
nedeformiranu os Stapa iz to¢ke O1 u to¢ku Oz i oznacava se s W, a kut za koji se neki presjek
zaokrene u odnosu na svoj prvobitni polozaj naziva se kut zaokreta presjeka i oznake je o.

Stanje deformacija pri savijanju ravnog $tapa odredeno je progibom w i kutom zaokreta
presjeka ¢. Izmedu njih dvoje postoji i odredena ovisnost koja je definirana izrazom:

tan =W
¢ dx

U podrucju elasti¢nih deformacija progibi nosaca su obi¢no mali u usporedbi s rasponom te je
zbog toga ¢ kut obi¢no manji od 1° pa mozemo reci da je tan ¢ = ¢.

Tako s dovoljnom to¢nos¢u dobivamo izraz za kut zaokreta koji je jednak derivaciji progiba
po apscisi presjeka:
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2.1.1 Diferencijalna jednadZzba elasti¢ne linije nosaca

U opéem slucaju savijanja u poprecnom presjeku nosaca djeluju moment savijanja My i
poprecna sila T,. Utjecaj poprecne sile na zakrivljenost Stapa ovisi o odnosu visine h i duljine I.
Stap kod kojeg je h << | utjecaj popreéne sile na zakrivljenost je mala pa se moZe zanemariti i
uzeti da zakrivljenost elasti¢ne linije ovisi samo o veli¢ini momenta savijanja My i savojne

krutosti Ely :

M
p El,

Matematicki izraz zakrivljenosti krivulje odreden je izrazom:

d*w
1_ dx?
3
P 273
{“(dwj }
dx
Ako se usporede ova dva izraza dobiva se:
dw
dX2 =+ M y

3
> El
2 |2 y
{ 14 ( dwj }
dx
Ovaj izraz predstavlja diferencijalnu jednadZbu elasti¢ne linije iz koje se dalje moze odrediti

progibe 1 kutove zaokreta u bilo kojem presjeku nosaca.

Samo rjeSavanje ove jednadzbe je tesko pa se U pravilu ograni¢ava samo na male progibe, koji

2 2
Su mnogo manji od raspona (3—\’\/) <1 pa se zanemaruje faktor (3—\’\/) i dobiva se
X X

pojednostavljena diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije:
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Ovaj izraz predstavlja linearnu diferencijalnu jednadzbu drugog reda. Pri njegovom rjeSavanju
moze Se primijeniti princip superpozicije, odnosno rjeSenja jednadzbe za razliCite slucajeve
opterecenja mogu se zbrojiti. Ukupni progib i kut zaokreta dobiju se zbrajanjem rezultata od
pojedinaénih utjecaja. lzrazi koji povezuju moment savijanja My, popre¢nu silu T; i optereenje

g.

Prema tome, diferencijalne zavisnosti uslijed savijanja su:

_dw

YT

d’w
My =—EIyW

Q—W El, — 1)

d? d*w
= y dX2
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2.2 Analiticki postupak odredivanja elasticne linije nosac¢a konstantnoga

presjeka

Analiti¢ki postupak odredivanja kuta zaokreta ¢(X) i progiba w(x) sastoji se od uzastopnog

neposrednog integriranja diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije:

d’w M,
dx* El,

Izraz za kut zaokreta ¢(x) dobiva se prvim integriranjem:

go(x)zd—W:—jMEy—l(yX)dx+C

Izraz za progib w(x) dobiva se drugim integriranjem:
M, (X
W(X):—IdXJLdX+CX+D
El,

Konstante integracije C i D odreduju se iz rubnih uvjeta, tj. iz uvjeta uc¢vrs¢enja Stapa na

krajevima.
Ako je Stap upet na kraju, onda su progib i kut zaokreta u tome presjeku jednaki nuli.
w(0) =0, »0)=0

Ako je nosac zglobno oslonjen na krajevima onda su progibi nad osloncima takoder jednaki

nuli:
w(0)=0,w(l) =0

Za svaki nosa¢ mogu se postaviti dva geometrijska uvjeta koji se izrazavaju veli¢inama:

progibom w i kutem zaokreta ¢.

Za zadano opterecenje nosaca ((x), jednadzba elasti¢ne linije nosaca dobiva se uzastopnim

integriranjem jednadzbe (1). Nosac¢ je konstantne krutosti Ely, pa se dobiva:
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d‘w
Elymzq(x)

El, d — —jq (x)dx+C,

El 2—_Idqu (x)dx+C,x+C,

dw 1
EIy&:Idedeq(x)dx+EC1x2 +C,x+C,

El,w= J'de.de-de'q(x)dx+%Clx3 +%C2x2 +Cx+C,

Konstante integracije C1, C2, Cs3, C4 se odreduju iz rubnih uvjeta koji ovise o nac¢inu uc¢vrsc¢enja
krajeva nosaca i vanjskom opterecenju.
Za upeti presjek, progib i kut zaokreta su nula pa rubni uvjeti iznose:

w(0) =0, ¢(0)=0
Za slobodni presjek postavljamo rubne uvjete za moment My i popre¢nu silu T..

My(1) =0, Tl) =0
Odnosno rubni uvjeti iznose:

w'{l)=0,w"()=0

Ove rubne uvjete se naziva statickim uvjetima jer su izraZeni momentom My i popre¢nom silom

T;

Ako je nosac zglobno oslonjen na krajevima, progibi i momenti savijanja u krajnjim presjecima

su jednaki nuli:
w(0)=0,w"(0)=0
w(l)=0,w"(l)=0

Takvi uvjeti se nazivaju mijeSanim uvjetima jer u sebi sadrze i geometrijske i staticke

veli¢ine.
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3. NUMERICKI PRIMJERI

Analiticki postupak odredivanja progiba i nagiba elasti¢ne linije nosaca opisan u prethodnom
poglavlju primijenit ¢e se na zadanim numeri¢kim primjerima (Slika 2,) armiranobetonskog

poprecnog presjeka (Slika 3.).

P
//_q
/2 1/2

/2 [/2

Slika 2. Zadani nosaci razlicitog pridrzanja
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i |
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< |
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' = o
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Slika 3. Poprecni presjek s armaturom

Klasa betona je zadana C40/50, karakteristi¢ne tlaéne ¢vrstoce fok = 40 MPa, a zadana
armatura B 500B, granice popustanja f;x=500 N/mm?. nosa¢ je optereéen kontinuiranim
opterecenjem g = 12 kN/m i koncentriranom silom P = 7 kN.

Modul elasti¢nosti betona iznosi Ep = 35000 MPa = 3500 kN/cm?.

Modul elasti¢nosti armature iznosi Es = 210000 MPa = 21000 kN/cm?,

3.1 Analiza zadanog staticki odredenog nosaca

Slika 4. Staticki odredeni nosac s opterecenjem

Reakcije u pridrzanjima: Ra= Rg = 33,5 kN

Maksimalni moment savijanja: Mmax=46,25 KNm se nalazi na sredini raspona pa ¢e na tom
mjestu biti i najveci progib.
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3.1.1 Geometrijske karakteristike poprecnog presjeka nosaca

PoloZaj teziSta popre¢nog presjeka

Polozaj tezista u koordinatnom sustavu Yy -z* pokazan je tockom T (yr, 1), ¢ije su koordinate
yr= 15 cm, $to je vidljivo zbog ocite simetrije poprecnog presjeka, a koordinata zr definirana
prema sljede¢em izrazu;

- A+, A +7,A, +2,A; _ 30-1800+56-6,03+4-2,26+30-2,26

. =30,05 cm
A+A +A,+A, 1320+6,03+2,26+2,26

Dakle, koordinate teZiSta popre¢nog presjeka iznose T ( 15, 30,05).
Osni momenti tromosti

S obzirom da se radi o kompozitnom poprec¢nom presjeku potrebno je izraCunati osni moment
tromosti betonskog dijela presjeka te armature

Osni moment tromosti za pravokutni poprecni presjek (betonski dio)

_bh®  30-60°

o= = = 540000 cm*
12 12

Osni momenti tromosti za armaturu

vla¢na armatura

dr

64

1,6%r

1=1,+ A, (z-2,) =3—+A,(z,-2,) =3 +6,03(60—30,05)" = 4061,54 cm*

tlacna armatura

2 4
I;é = |y2+A92(22_ZT)2:2d4ﬂ+As2(ZZ_ZT)2:21,2 z

+2,26(4-30,05)" =1535,65 cm’

S obzirom da se radi o kompozitnom popreénom presjeku nosaca, koji se sastoji od dva bitno
razli¢ita materijala, potrebno je definirati odgovarajucu krutost, odnosno izracunati reducirani
moment tromosti koji se dobije koriStenjem omjera modula elasti¢nosti betona 1 Celika;

E, 3500 4167
E, 21000

Reducirani momenti tromosti
u vla¢noj zoni presjeka
I \

yred

=1,n+1;, =540000-0,167 + 4061,54 = 94241,54 cm?
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u tlatnoj zoni presjeka

It

yred

=l,n+ I;é =540000-0,167 +1535,654 = 91715,65 cm*

PoloZaj neutralne linije

Z, = E,-2-A+E. (- Ai+2,- A + A;)
By A+E(Ac+ A +A;)
_3500-29,95-1800+21000-(56-6,03+4-2,26+30- 2, 26)
- 3500-1800+21000-(6,03+ 2,26 + 2, 26)

=30,27cm

Analiza normalnih naprezanja

vlacna naprezanja

v_ Moo _46,25-100

o= max

Y mer 94241 54

yred

-30,27 =1,49 kN/cm?

o) = n%- YViax = 0,167w-30, 27 =0,25 kN/cm?
yred 94241,54
tlacna naprezanja
o, = % Yo = 46,25-100 29,73=1,50 kN/cm?
e 91715,65
o, =n—"2.y =0, w-Z&?S:O,ZS kN/cm?
91715,65

yred

3.1.2 Odredivanje progiba

P=7 kN q=12 kN/m
&Ill|IIlIIlIII|II||IIIIIHIIIIlIIIIIIIIIIIIlIHL}IIIII|IIIlIIIII|lIIIIII|II|IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

A
RaT T
! 25 Rb

Slika 5. Staticki odredeni nosac s opterec¢enjem i progibom

10
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Moment savijanja se duz nosac¢a mijenja po izrazu:

2

My(x):RAx—P(x—Z,S)—qX?

Diferencijalna jednadZzba elasti¢ne linije je:

d’w X2
ElyW:—My(x):—RAx+P(x—2,5)+q?
Integracijom se dobiva:
2 _2,5 3
E|yd_W: RAX_+p(X )+qX—+C
dx 2 6

3 . 3 4
Elyw=—RAx—+PM X
6

Integracijske konstante se dobivaju iz rubnih uvjeta nosaca:

Xx=0,w=0=D=0

Maksimalni progib je na sredini raspona, X = 2,5 m.

* _(2,5-2,5) :
W == |1 33522 47! ) +122§’1 +73,44.2,5+0

¢ " yred 6
w - 11589 -10°-10°
" 210000-94241,54-10"

=0,585 mm

3.2 Analiza zadanog staticki neodredenog nosaca

g=12 kN/m

Slika 6. Staticki neodredeni nosac s opterecenjem

11
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Metodom superpozicije racunaju se reakcije u pridrzanjima:

a) Opterecenje samo kontinuiranim optereéenjem

g=12 KN/m
%IIIII A A A A A A AR AR AR AR AR AN

e o
e e b
—— ——

RaT TRb

Slika
7. Staticki neodredeni nosac¢ samo s kontinuiranim opterecenjem

5 5
R,=—qgl=>.12-5=37,5kN
A 8q 8

Rg :§q| :§~12-5:22,5 KN
8 8

Maksimalni progib za slucaj opterecenja samo kontinuiranim optere¢enjem:

W - ql* 12-10°-5"-10°
" 185E,1Y,, 185-210000-94241,54-10°

¢ " yred

=0,205 mm

b) Optereéenje samo koncentriranim optereéenjem

Slika 8. Staticki neodredeni nosa¢ samo s koncentriranim opterecenjem

RA=EP=E-7=4,81KN
16 16

Rg =£P=£-7=2,19 KN
16 16

12
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Maksimalni progib za slu¢aj opterecenja samo koncentriranim optere¢enjem:

W PP 7.10%.5°.10°
"2 48JBE.1Y . 48.4/5-210000-94241 54.10°

¢ " yred

=0,041 mm

Reakcije u pridrzanjima:
Ra=37,5+4,81 =423 kN,
Re=22.5+2,19 =24,7 kN

Maksimalni progib: w_, =W, ., +W,,., =0,205+0,041=0,246 mm

— "'max1

0,246 _ 0,42

Maksimalni progib u ovom sluc¢aju je u odnosu na stati¢ki odreden slucaj

Dakle, progib staticki neodredenog nosaca je 42% progiba staticki odredenog nosaca.

3.3 Analiza zadanog staticki neodredenog nosaca dodatnog pridrzanja

P=7 kN

g=12 kN/m
RRRAARARARARRARRAAARAAARARRRARARRARARRRRAARARARAR D AAARRAAAAAARAARRRRRAARRNRARARARRARRARRARRRRAAAARR

£
/ 7

Slika 9. Staticki neodredeni nosac dodatnog pridrzanja s opterec¢enjem

Metodom superpozicije racunaju se reakcije u pridrzanjima:

a) Opterecenje samo kontinuiranim optere¢enjem

Slika 10. Staticki neodredeni nosac dodatnog pridrzanja samo s kontinuiranim opterecenjem

13
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Maksimalni progib za slu¢aj optere¢enja samo kontinuiranim opterecenjem:

W - ql* 12-10°-5*-10°
maxt T 384E |V 384-210000-94241,54-10"

¢ " yred

=0,099 mm

b) Opterecenje sam o koncentriranim opterecenjem

Slika 11. Staticki neodredeni nosac dodatnog pridrzanja samo s koncentriranim opterecenjem

Maksimalni progib za slu¢aj opterec¢enja samo koncentriranim opterecenjem:

W - PIP 7-10°-5°-10°
M2 192E.1Y . 192-210000-94241,54-10*

¢ " yred

=0,023 mm

Maksimalni progib: w,, =W, +W,,,, =0,099+0,023=0,122 mm

max1

0,122
0,585
Dakle, progib staticki neodredenog nosaca s dodatnim pridrZzanjem je 21% progiba staticki
odredenog nosaca.

=0,21.

Maksimalni progib u ovom slu¢aju je u odnosu na staticki odredeni slucaj je

. or : .. 0,122
Maksimalni progib u ovom slucaju je u odnosu na staticki neodredeni slucaj je 8 246 0,50

Dakle, progib staticki neodredenog nosaca s dodatnim pridrZzanjem je 50% progiba staticki
neodredenog nosaca (primjer 2.).
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4. NUMERICKA ANALIZA RACUNALNIM PROGRAMOM
SCIA ENGINEER

Numericka analiza provedena je sa studentskom verzijom programa SCIA Engineer 21.0.
Provedena je analiza zadanog nosaca, a model je prikazan na slikama 12. do 15.

Slika 12. Model nosaca sa zadanim pridrzanjima optereéen koncentriranim i kontinuiranim
opterecenjem

Material C40/50
H [mm] 600
B [mm] 300

¢« General

Nras ~alaie Normal colour

z

hD
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Slika 13. Poprecni presjek nosaca

Slika 14. Prikaz poprecnog presjeka s armaturom

Slika 15 . Aksonometrijski prikaz nosaca s armaturom

16
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Nakon §to je nosa¢ modeliran provedena je analiza i dobivena je veli¢ina progiba duz nosaca.

Slika 16 . Aksonometrijski prikaz nosaca s pripadaju¢om deformacijskom linijom

Dobiveni maksimalni progib iznosi 0,6 mm, §to je blisko vrijednosti progiba dobivenog
analitickim postupkom u poglavlju 3.1.2 (0,585).

Nakon toga bilo je potrebno faktorirati optereéenje s koeficijentima: 0; 0,5; 1; 1,5; 2; 2,51 3.
Dobivene su vrijednosti maksimalnog progiba koje su zatim prikazane u dijagramu ovisnosti
progiba (A) o koeficijentu opterecenja (P) na slici 17.
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2,5

a 1,5

0,5

Slika 17. Ovisnost A-P za staticki odredeni nosac

Nakon toga bilo je potrebno nosacu povecati visinu za 20% 1 40% i prikazati maksimalne
progibe za takve poprecne presjeke nosaca. Dobiveni progibi su prikazani u dijagramu P- A.

—@— zadani presjek —@=—visina presjeka > za 20% visina presjeka > za 40%
3,5
3
2,5
2
[
1,5
1
0,5

0

Slika 18. Dijagram ovisnost A-P za staticki odredeni nosac originalne visine poprecnog
presjeka te visine poprecnog presjeka povecane za 20% i 40%

Iz dijagrama na slici 18. vidljivo je zna¢ajno smanjenje progiba s povec¢anjem visine
popre¢nog presjeka.
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Istrazen je 1 utjecaj razliCitih pridrZzanja na veli¢inu progiba. Za stati¢ki neodreden nosac
prikazan u poglavlju 3.2 provedena je analiza.

Slika 19. Aksonometrijski prikaz staticki neodredenog nosaca s pripadajucom deformacijskom
linijom
Maksimalni progib za zadani popre¢ni presjek i zadano opterecenje, u ovom sluéaju iznosi

0,26 mm, sto je blisko vrijednosti progiba dobivenog analitickim postupkom u poglavlju 3.2
(0,246).

Nakon toga je faktorirano opterecenje s koeficijentima: 0; 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5 i 3. Dobivene su
vrijednosti maksimalnog progiba koje su zatim prikazane u dijagramu ovisnosti progiba (A) o
koeficijentu opterecenja (P) na slici 20.
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—@— zadani presjek —@—visina presjeka >za 20% @ visina presjeka >za 40%
3,5
3
2,5
2
[
1,5
1
0,5

0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 16

A, mm

Slika 20. Dijagram ovisnost A-P za staticki neodredeni nosac originalne visine poprecnog
presjeka te visine poprecnog presjeka povecane za 20% i 40%

Iz dijagrama na slici 20. vidljivo je znacajno smanjenje progiba s dodatnim pridrzanjem.

Provedena je analiza i za stati¢ki neodreden nosa¢ dodatnog pridrzanja prikazanog u poglavlju
3.3.

Slika 21. Aksonometrijski prikaz staticki neodredenog nosaca dodatnog pridrzanja s
pripadajucom deformacijskom linijom
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Maksimalni progib za zadani poprec¢ni presjek i zadano optereéenje, u ovom slucaju iznosi
0,14 mm, $to je blisko vrijednosti progiba dobivenog analitickim postupkom u poglavlju 3.3
(0,122).

Nakon toga je faktorirano opterecenje s koeficijentima: 0; 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5 i 3. Dobivene su
vrijednosti maksimalnog progiba koje su zatim prikazane u dijagramu ovisnosti progiba (A) o
koeficijentu opterecenja (P) na slici 22.

—@— zadani presjek  —@=—visina presjeka >za 20% visina presjeka > za 40%
3,5
3
2,5
2
o
1,5
1
0,5

0
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45

Slika 22. Dijagram ovisnost A-P za staticki neodredeni nosac dodatnog pridrzanja originalne
visine poprecnog presjeka te visine poprecnog presjeka povecane za 20% i 40%

Iz dijagrama na slici 22. vidljivo je zna¢ajno smanjenje progiba s dodatnim pridrzanjem.
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5. ZAKLJUCAK

U radu su analizirani progibi armiranobetonskog nosa¢a pravokutnog popre¢nog presjeka.
Analiza je provedena analiticki i numericki u programu SCIA Engineer. Kod numericke analize
koriSten je linearno elastiCan materijal i dobiveni rezultati za odgovaraju¢e nosace pokazuju

dobro poklapanje.

Analitickom 1 numerickom analizom je pokazano da dodavanje pridrzanja znac¢ajno smanjuje
progibe $to je, naravno, 1 o¢ekivano. Dodavanjem jedne upetosti dobiveni progibi su ¢etrdesetak
posto originalnih, a dodavanjem obostrane upetosti dobiveni progibi su dvadesetak posto

pocetnih.

Numeri¢kom analizom je pokazano da povecéanje visine nosaca znacajno smanjuje progibe, §to
je takoder ocekivano. Povecanje visine presjeka za 20%, dobiveni progibi su priblizno 45%

pocetnih, a povecanjem visine presjeka za 40%, dobiveni progibi su priblizno 25% od pocetnih.
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