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SaZetak:
IzvrSen je proracun izljevnog protoka za tri varijante polumjera preljevne cijevi. Proracun je

izvrSen numerickom integracijom mjeSovitim postupkom. Nepoznate vrijednosti izraCunate su
Newtonovom metodom.

Kljuéne rijeci:

Otvoreni spremnik, preljevna cijev, Newtonova metoda

Calculation of water level and outflow flow in an open tank depending
on the time and radius of the pipe

Abstract:
The calculation of the outflow flow for three variants of the overflow pipe radius was performed.

The calculation was performed by numerical integration by a mixed procedure. Unknown values
were calculated by the Newton method.

Keywords:

Open tank, overflow pipe, Newton's method
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1. ZADATAK ZA ZAVRSNI RAD

PREDMET: HIDROMEHANIKA
STUDENTICA: MAGDALENA ROGULJIC

Zadan je otvoreni spremnik ¢ija je povrsina promjenjiva ovisno o vodostaju u njemu. U
spremnik se ulijeva protok vode koji je funkcija vremena. Iz spremnika voda istjece
slobodno u atmosferu kroz kratku cijev. Na spremniku, na koti zp postoji cijev radijusa R s
uzduznim nagibom veéim od kriti¢nog nagiba. Kroz ovu cijev se izlijeva viSak vode iz
spremnika slobodno u atmosferu.

Studentica ¢e postaviti sve potrebne jednadzbe koje opisuju zadani problem. Zadatak ¢e
rijesiti numerickom integracijom mjeSovitim postupkom.

Zadatak treba rijesiti za 3 varijante polumjera preljevne cijevi. Potrebno je analizirati utjecaj

veli¢ine vremenskog koraka na kvalitetu rjeSenja.

Za rjeSavanje koristiti tabli¢ni kalkulator (EXCELL). Rezultate prikazati samo graficki.

\Q or=T1(%) h,

R
A, =f(h) Q =

e

Dc Le

Slika 1. Vodospremnik s preljevom i ispustom



Zadano je:

Povrsina vodospremnika u funkciji nadmorske visine:

h1l(mn.m.)| Al(m?)
90 150
100 200
105 400
110 800

Dotok u vodospremnik:

t(s)  |Qu (m?/s)
0,00 1,50
200,00 2,30
300,00 6,00
500,00 4,00
900,00 2,50
1200,00 1,50
10000,00 1,50

D¢=0.6 (m)

Lc=100.0 (m)

e =0.001 (m)

v = 0.00000131 (m/s2)

& =05

R1=0.80 (m); R2=1.0 (m); R3=1.2 (m)
z, = 100.00 (m n.m.),

Pocetna razina vode u spremniku je na koti 99.50 (m n.m.).

Split, 15. lipnja 2021.

Doc. dr. sc. Davor Bojani¢, dipl.ing.grad.



2. TEHNICKI OPIS
2.1. Uvod

Zadan je otvoreni spremnik ¢ija je povrSina promjenjiva ovisno o vodostaju u njemu. U
spremnik se ulijeva protok vode koji je funkcija vremena. Iz spremnika voda istjece
slobodno u atmosferu kroz kratku cijev, a visak vode se izlijeva kroz cijev radijusa R
slobodno u atmosferu. Na temelju zadanih podataka istrazen je i utjecaj veli¢ine vremenskog
koraka na kvalitetu rjeSenja za tri vrijednosti radijusa R.

Zadano je:

- PovrSina vodospremnika u funkciji nadmorske visine

- Dotok u vodospremnik u funkciji vremena

- Pocetna razina vode u vodospremniku

- Kota dna preljevnog praga

- Potrebne mjere vezane za kratku cijev

- Vrijednosti potrebne za proraun

- Promjeri preljevne cijevi

D¢ Le

%Zic

Slika 1. Hidrauli¢ka shema funkcioniranja sustava



2.2. Hidraulicke i geometrijske karakteristike

Zadani sustav sastoji se od otvorenog spremnika ¢ija je povrSina promjenjiva ovisno o
vodostaju u njemu, s dotokom promjenjivim u vremenu. Pri dnu spremnika nalazi se pocetak
kratke cijevi kroz koju istjeCe voda slobodno u atmosferu. PovrSina vodospremnika se
mijenja u funkciji nadmorske visine. Na nadmorskoj visini h=90,0 (m n.m.) povr§ina
vodospremnika iznosi A=150,0 (m?),

za h=100,0 (m n.m.) povrsina iznosi A=200,0 (m?), za h=105,0 (m n.m.) povrsina iznosi
A=400,0 (m?) i za h=110,0 (m n.m.) povrsina vodospremnika iznosi A=800,0 (m?). Preljevni
prag nalazi se na koti Zp=100,0 (m n.m.). Po¢etna razina vode u spremniku je 99.5 (m n.m.).
Kraj kratke cijevi kroz koju istje¢e voda nalazi se na koti Z¢= 90,0 (m n.m.). Duljina cijevi
iznosi L1=100,0 (m), a promjer cijevi jednak je D1=0.6 (m).

Zadatkom je zadana apsolutna pogonska hidraulicka hrapavost u iznosu od €=0.001 (m),
pomocu koje se izraCunavaju linijski gubitci energije. Takoder je zadana vrijednosti i
kinemati¢kog koeficijenta viskoznosti tekucine v=0.00000131 (m?/s). Za koeficijent
lokalnog gubitka energije na ulazu uzeta je vrijednost =0.5. Za promjere preljevne cijevi
uzete su vrijednosti R1=0.8 (m); R>=1.0 (m); Rs=1.2 (M)

10



3. PRORACUN

3.1. Postupak i koristene formule

1. JednadZba kontinuiteta za vodospremnik:

A1'%=Q01_Q1_Qp1 (1)

Nakon separacije varijabli dobije se:

dhlzw.dt (2)

1
Numericka integracija mjesSovitim postupkom daje:

ok, —gk—_qk QlF1_gk+1_pk+1
R = g TR () ) g LGSO

J - At 3)

k+1
Al

2. lIzljevni protok kroz cijev radijusa R iz prvog spremnika treba racunati sukladno

slici 2.:

Slika 2. Izlijevanje kroz preljevnu cijev iz prvog spremnika

Buduc¢i da je uzduzni nagib cijevi veéi od kriticnog nagiba, na pocetku cijevi formirat ¢e se

kritiéna dubina.

Slika 3. Poprecni presjek cijevi
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cos(a) = (?) - a= arccos(r%) 4)
B=2-r-sin(a) (5)

A=r2-n-——B-ﬂ=r2-[a—sin(a)-(%)] =r?2-a—r-(r—y)-sin(a) (6)
ako je h1>zpa,
3. Izracun nepoznatih veli¢ina
Imamo tri nepoznate veli¢ine u svakom trenutku: h*1, yc**1; Qp**1. Da bi se izracunale te tri

veli¢ine potrebno je postaviti tri jednadzbe (7), (8) i (9). Iz te tri jednadZbe postavit ¢e se

sustav od tri jednadzbe sa tri nepoznanice.

Prva jednadzba je jednadZba kontinuiteta: A, -% = w- dt (7)
T
2
Druga jednadzba je Bernoullijeva jednadzba: Yo+« -:—; =hy —zp, (8)
2,
Treca jednadzba je uvjet da je Froudeov broj jednak 1: « - E-Af = 1.0 - kriti¢no teCenje (9)
ako je hi=zp1, Qp1 = 0.0 (10)
ako je hi<zp, Qp1 = 0.0 (11)

Primijenit ¢e se Newtonova metoda za rjeSavanje nelinearnih jednadzbi.
Na slici 4. dato je kratko objeSnjenje Newtonove metode za rjeSavanje jedne nelinearne

jednadzbe s jednom nepoznanicom.

12



AY F(X)

XToENO

X1 X

F(x,) df X

dyX:X1
Slika 4. Objasnjenje Newtonove metode

Neka je zadana funkcija F(x). TraZimo onaj X (Xteno) Za kojeg vrijedi da je F(x)=0.0 Postupak
je takav da se odabere vrijednost Xi.

Za tu vrijednost X1 izracuna se vrijednost funkcije u toj to¢ki F(x1) i vrijednost derivacije u
toj tocki.

Novu vrijednost za X, tj. X2 koja ¢ée biti blize toénom rjeSenju dobit ¢e se iz sljedeceg:

dF
(xz — x1) 'Ex=x1 =—-F(x;) (12)
Odavde slijedi:
X2 = X1 — d_F};'(xl) (13)
AYx=x,

Time je odreden postupak postupnog priblizavanja to¢nom rjesenju.
Kod rjesavanja tri jednadZbe s tri nepoznanice zadatak se rjeSava prema sljedec¢em:
Formiraju se funkcije F1, F2 i F3 koje ovise o varijablama x, y i z.

Fl(x,y,z) =0 (14)

F2(x,y,z) =0 (15)
F3(x,y,z) =0 (16)

13



5F1 5F1 5F1
—-Ax+E-Ay +;'AZ =—Fl(x,y,z) (17)

6x

SF2 SF2 OF2
E-Ax+g-Ay+g-AZ——FZ(x,y,Z) (18)
O A+ . Ay +2. 0z = —F3 (19)
o CX Ty AV T T RET . 3.2)

Prirasti Ax, Ay i Az dobiju se rjeSavanjem tri linearne jednadzbe (17), (18) i (19) s tri
nepoznanice Ax, Ay i Az.
Poboljsanje rjesenja je:

x"=x+Ax (20)

y'=y+4ay (21)

zZ"=z4+ Az (22)

U konkretnom primjeru treba formirati tri funkcije F1, F2 i F3 iz izraza (7), (8) i (9).

k _nk_pk k+1_ pk+1_ k+1
F1 = h’f+1—h’f—%}f(’“-(1—ﬁ)-m—% j}ﬁ @i . 9.At=0 (23)
a«  of k+1
F2=yC+Z-A—%—h +Zp:O (24)
F3= S8 o s
=T 170
Ako je h<100 (m n.m.) tada je;
F2 = yc = 0 (26)

F3= QK*1=0 (27)

Postupci izracuna funkcija F1, F2 1 F3 prikazani su nize:

14



F1:

dh

F2:

AT'E:Q01_Q1)—QC
dh -Q, -
s QOl Qp Qc / dt
dt Ar

dh=Q01_Qp_QC'dt /f

Ar
hk+1 t2 _ _
f dh = Q01 Qp Qc -dt
hk t1 Ar
Q1 — Qr—Qp or — Q0
k+1 _ pk p, . .
hitt = hi + T (1-9)-At+ Ak+1 - At
k+1_ k+1_ k+1
F1 = R+ — pk — M (1-9)- A — L2 9. ¢ (28)
1
k+1 vé k+1 . Qp
Vo't ta Z=h1 -2 ,Qp=vC-AC,vC=A—C
a IID<+12
k+1 _
yE +Z'T—h1+ +2,=0

a Qk 12
F2=yck+1+2 ’;C —hf*t 4+ 2, =0 (29)

Za sludaj da je h¥** manje od 100 (m n.m.) funkcija F2 glasi: F2 = y¥*1 =0 (29-a)

F3:

a- Qk+1
g A3 !
k+12
F3=anTB—1=O (30)

Za slu¢aj da je h{** manje od 100 (m n.m.) funkcija F3 glasi: F3 = Q** =0 (30-a)

15



Parcijalne derivacije funkcije F1 po h***, yk+1 i Qk+1 su:

6F;
5hk+1'_ 1 (3D
OF;
6F1 0 - At
(33)

5ka+1 = AR+
Parcijalne derivacije funkcije F2 po h*** | yk+1i Qk+1 su:
SF,

Shk+1 — -1 (9

SF, ot L, 8A,

_ Ak+1 —_— 35
by T 2g o ey %
SA P . P
—(Syé‘il = r? -—5yg+1 —7r- [(—1) -sina + (r —y) - cosa —5yg+1]

Sa _ 1

SylHt . 1_(¥)2

6F a- k+1
2 14 (36)

60, g-AF"
Za slu¢aj da je h¥** manje od 100 (m n.m.) parcijalne derivacije funkcije F2 su:
SF,

SF,
W =1; (35 - a)
c
SF,
p

Parcijalne derivacije funkcije F3 po h**1 | yx+1 Qx*t su:

OF;
Shk+1
k+12 l—A3 4294

6F3 _ a: Qp dyl (38)

6yck+1 -

=0 (37)

—2 Tcosa—
53/ 53’0

5F; 2-a-Q*t-B
50,5 g A3

(39)
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Za slucaj da je h¥** manje od 100 (m n.m.) parcijalne derivacije funkcije F3 su:

S5F;
W = 0.0 (37 - a)
SF;
W = 0.0; (38 - a)
OF;
W =1.0 (39 - a)
p

Pomocu funkcija F1, F2 1 F3 te njihovih parcijalnih derivacija formiramo sustav jednadzbi

od 3 jednadZzbe s 3 nepoznanice:

OFs \ien, OF:

. k k
Shk+T Sy Ayt + 5ka+1 QM =
SF, wi1 | OF i1 SF, i1
5hk+1 *Ah ¥ + 6yck+1 Ay ¥ +5 pk+1 AQ ¥
5F; . 5F; . 5F; .
T T T o 05 =
a11 " Ahk+1 + a12 " Ayck+1 + a13 " AQk+1 == _F1
ayq - ARRTY + a,, - Ayktt 3 AQET = —F2
azq - ARF* + ag, - Ayck+ + az3 - AQEY = —F3

D =ay;-(az; " azz — az3 - azp) — Ay (Ag2 " Az3 — ag3

—F1 (40)

=—F2 (41)

—F3 (42)

(43)
(44)
(45)

"agpy) +

+ asz; - (12" a3 — ag3° azz) (46)
Dppre+r = —F1- (azz " azz — azz - azp) + F2: (a1 azz — a3 - asy) —
—F3- (a3 az3 —ag3° azy) (47)

Dpyeerr = ay1* (=Fy a3z + a3 F3) —az " (=Fyrazz +ag3° F3) +
+az; - (—Fi a3 +a;3°F) (48)
Dpgpirr = @11 * (a2 " —F3 + Fy - azp) — ap1 - (—F3-ai;p + Fr - azp) +
+azyc (—Fra; + Firazy)  (49)
Rjesenja sustava jednadzbi su:
Ahk+1 _ DA,I,;c+1 ; Aycl‘c‘i'l _ DAy;k+1 ; AQk+1 Ang"‘l

Imamo poznato stanje u trenutku k=0 (s): h*=99,5 (m n.m.), yc*= 0 m, Q,=

17
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Pretpostavljamo hit} ), yc’;jeltp, Ql’g‘;rletp . S pretpostavljenim vrijednostima rijesi se sustav linearnih
jednadzbi i dobije se: AR, Ayk+1 i AQETY.
Popravljene vrijednosti dobiju se tako da se pretpostavljenim vrijednosti dodaju odgovarajuéi
prirasti.

hitl = htoe, + ARFTL (50)

yErt =yl + AyEtt (51)

05zt = Ok, 005 62

Postupak se ponavlja sve dok svaki od prirasta, po apsolutnoj vrijednosti, ne bude manji od

zadane to¢nosti.
Kad se to postigne ide se na novi vremenski interval.

Napomena: kod izratuna vrijednosti u Excel-u prirast nepoznatih vrijednosti AR**1, Ayf+1 i AQj*?
je bio prevelik (za stanja kada je vodostaj u vodospremniku sasvim blizu razine kote dna preljevne
cijevi) i u tom slu¢aju program nije mogao do¢i do to¢nog rjeSenja (kritaéna dubina postala bi
negativna, §to je nemoguce) ovom metodom. Kao rjeSenje tog problema kod izracuna tocnih

vrijednosti koristeno je samo 10% prirasta. Tim pristupom rjeSavanja dobivena su to¢na rjeSenja

k+1  k+1; nk+1
hiZT ’yCizr ' Qpizr'

3.2. Rezultati proracuna
Rjesavanjem numeri¢kom integracijom mjeSovitim postupkom dobiveni su sljede¢i podaci
u ovisnosti o vremenu, a to su: vodostaj u spremniku, kriti¢cna dubina u preljevnoj cijevi,
preljevni protok kroz izljevnu cijev, protok kroz cijev i dotok, za tri razlicite varijante
polumjera preljevne cijevi i razli¢ite viemenske korake.

3.3. Graficki prikaz rjeSenja

U grafickim prikazima rjeSenja iskazane su vrijednosti izraunatih veli€ina, za razlicite

promjere cijevi i vremenske korake.

18



3.3.1.1. Prikaz rjesenja za promjer izljevne cijevi R = 0,8 m i vremenski korak od 2 s.

Vodostaj u spremniku

102,0000
101,5000
101,0000

E 100,5000

E 100,0000

= 99,5000

99,0000

98,5000

98,0000
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

t(s)

Kriticna dubina u izljevnoj cijevi

1,2000
1,0000
0,8000

0,6000

yc(m)

0,4000

0,2000

0,0000
0O 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
t(s)
b)

Prikaz protoka kroz izljevnu cijev, kroz cijev i
dotoka

7,0000
6,0000
__5,0000
= 4,0000
£ 30000
95,0000
1,0000 /

0,0000
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

t(s)

e Qp iz k+1 s Qc (M3/s) == Q0(m3/s)
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3.3.1.2. Prikaz rjeSenja za promjer izljevne cijevi R = 0,8 m 1 vremenski korak od 5 s.

Vodostaj u spremniku

102,0000
101,5000
101,0000
E 100,5000
E 100,0000
= 99,5000
99,0000
98,5000

98,0000
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

t(s)

Kriticna dubina u izljevnoj cijevi
1,2000
1,0000
0,8000

0,6000

yc(m)

0,4000

0,2000

0,0000
0O 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
t(s)
b)

Prikaz protoka kroz izljevnu cijev, kroz cijev i
dotoka

7,0000
6,0000
5,0000
4,0000
3,0000
2,0000
1,0000 /
0,0000

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

t(s)

Q (m3/s)

e Qp iz k+1 s Qc (M3/s) == Q0(m3/s)
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3.3.1.3. Prikaz rjeSenja za promjer izljevne cijevi R = 0,8 m i vremenski korak od 10 s.

Vodostaj u spremniku

102,0000
101,5000
101,0000
E 100,5000
E 100,0000
= 99,5000
99,0000
98,5000

98,0000
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

t(s)

Kriticna dubina u izljevnoj cijevi
1,2000
1,0000
0,8000

0,6000

yc(m)

0,4000

0,2000

0,0000
0O 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
t(s)
b)

Prikaz protoka kroz izljevnu cijev, kroz cijev i
dotoka

7,0000
6,0000
5,0000
4,0000
3,0000
2,0000
1,0000 /
0,0000

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

t(s)

Q (m3/s)

e Qp iz k+1 s Qc (M3/s) == Q0(m3/s)
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3.3.2.1. Prikaz rjeSenja za promjer izljevne cijevi R = 1,0 m i vremenski korak od 2 s.

Vodostaj u spremniku

102,0000
101,5000
101,0000

= 100,5000

€

€ 100,0000

£

= 99,5000

99,0000

98,5000
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3.3.2.2. Prikaz rjeSenja za promjer izljevne cijevi R = 1,0 m i vremenski korak od 5 s.

Vodostaj u spremniku
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3.3.2.3. Prikaz rjeSenja za promjer izljevne cijevi R = 1,0 m i vremenski korak od 10 s.

Vodostaj u spremniku
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3.3.3.1. Prikaz rjeSenja za promjer izljevne cijevi R = 1,2 m i vremenski korak od 2 s.

Vodostaj u spremniku

102,0000
101,5000
101,0000

"= 100,5000
E r

€ 100,0000
£
= 99,5000

99,0000
98,5000

98,0000
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

t(s)

Kriticna dubina u izljevnoj cijevi

1,0000
0,9000
0,8000
0,7000

. 0,6000

£

= 0,5000

o

= 0,4000
0,3000
0,2000
0,1000
0,0000

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
t(s)
b)

Prikaz protoka kroz izljevnu cijev, kroz cijev i
dotoka

7,0000
6,0000
__5,0000
= 4,0000
£ 3,0000
2,0000
1,0000 ’

0,0000
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

t(s)

e Qp iz k+1 s Qc (M3/s) == Q0(m3/s)

25



3.3.3.2. Prikaz rjeSenja za promjer izljevne cijevi R = 1,2 m 1 vremenski korak od 5 s.

Vodostaj u spremniku
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3.3.3.3. Prikaz rjesenja za promjer izljevne cijevi R = 1,2 m i vremenski korak od 10 s.

Vodostaj u spremniku
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4. ZAKLIJUCAK
4.1. Komentar dobivenih rjeSenja

Problem obraden u ovom radu odnosi se na otvoreni vodospremnik c¢ija je povrSina
varijabilna u ovisnosti o vodostaju. Iz zadanih vrijednosti povrSine vodospremnika i dotoka,
varijabilnog u vremenu, izvrSen je proracun protoka kroz cijev i preljevnog protoka za 3
varijante polumjera preljevne cijevi.

Iz grafickog prikaza rezultata proracuna vidljivo je sljedece:

= Prvenstveno zakljucujemo da povecanje vremenskog koraka nema vidljivog utjecaja na
kvalitetu rjesenja.

= |z dijagrama 3.3.1.1. a) vidljivo je kako vodostaj u spremniku dostize najviSu
vrijednost za najmanji polumjer preljevne cijevi (r = 0,8 m; hmax = 101,7183 (m n.m.);
t= 900 s), a iz dijagrama 3.3.3.1 a) vidljivo je kako vodostaj u spremniku dostize
najnizu vrijednost za najveci polumjer preljevne cijevi (r = 1,2 (m); hmax = 101,5378
m; t= 900 s).

» Iz dijagrama 3.3.1.1. b), 3.3.2.1. b), 3.3.3.1. b) je vidljivo da kriti¢na dubina u
izljevnoj cijevi prati liniju porasta ili smanjenja razine vodostaja, te dostize najvecu
vrijednost na mjestu najvece razine vodostaja.

= |z dijagrama 3.3.1.1. ¢), 3.3.2.1. ¢) i 3.3.3.1 c¢) vidljivo je da su protok kroz cijev i
preljevni protok varijabilni i to protok kroz cijev s minimalnim odstupanjima, a
preljevni protok s blagim odstupanjima s obzirom na polumjer preljevne cijevi

» Kada vodostaj prijede tocku prelijevanja dolazi do aktiviranja preljeva i pojave
preljevnog protoka. Preljevni protok varira proporcionalno vrijednosti radijausa
preljevne cijevi. Najvecu vrijednost preljevnog protoka dostize za cijev radijusa
R =1,2 (m); Qp = 4,1804 m%/s, a najmanju vrijednost za R = 0,8 (m);

Qp = 4,0753 (m?s).

Prikaz preljevnih protokazaR=0,8m,R=1miR=1,2m
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= Kada vodostaj prijede tocku prelijevanja vrijednost protoka kroz cijev varira obrnuto
proporcionalno vrijednosti radijusa preljevne cijevi. Najvecu vrijednost protoka kroz
cijev dostiZe za cijev radijusa R = 0,8 (m); Qc= 1,8572 (m®/s), a najmanju za R =
1,2 (m); Qc = 1,8428 (m%/s).

= Trajanje prelijevanja vode u izljevnu cijev najduze je trajalo za cijev radijusa
R =0,8 (m) itot=1374 (s), kod cijevi radijusa R = 1,0 (m), t = 1356 (s) te kod cijevi
radijusa R = 1,2 (m), t = 1342 (s).
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