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Analiza vitkih elemenata izloZenih izvijanju

SaZetak: U ovom radu analizirani su vitki elementi optereceni u svojoj ravnini s obzirom na
Cetiri razlic¢ita nac¢ina ucvrscenja. U prvom dijelu je detaljno je objasnjen analiti¢ki postupak
izraCunavanja kriticne 1 dopuStene veli¢ine sile te pripadaju¢ih naprezanja. Takoder,
analizirano je i izvijanje elementa u dva podrucja izvijanja tj. elasticnom i plasti¢nom podrucju,
nakon Cega je detaljno objasnjeno i dimenzioniranje elemenata optere¢enih na izvijanje. Osim
analiti¢kim postupkom, svi primjeri su rijeSeni i programom SCIA Engineering, nakon ¢ega su
dobiveni rezultati analizirani i usporedeni s prethodno dobivenim rezultatima u analitickom
postupku. Na samom kraju su navedeni pripadajuci zakljucci i1 sva koristena literatura.

Kljucne rijec¢i: vitki elementi, izvijanje, kriticna sila, u¢vrS¢enje, analiticki i numericki
postupak, SCIA Engineer

Analysis of Slender Elements Subjected to Buckling

Abstract: In this paper, slender elements loaded in their plane are analyzed with respect to four
different fixation methods. The first part explains in detail the analytical procedure for
calculating the critical and allowable force and the corresponding stresses. Additionally, the
buckling of the element in two buckling regions, the elastic and plastic regions, is analyzed,
followed by a detailed explanation of the dimensioning of elements subjected to buckling.
Besides the analytical method, all examples are also solved using the SCIA Engineering
software, and the obtained results are analyzed and compared with the previously derived
results from the analytical procedure. Finally, the corresponding conclusions and all the
references used are listed.

Keywords: slender elements, buckling, critical force, fixation, analytical and numerical
procedure, SCIA Engineer
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1. UVOD

U ovom radu analizirani su vitki elementi optereceni u ravnini uzimajuc¢i u obzir Cetiri
razli¢ita na¢ina uc¢vrs¢enja odnosno pridrzanja. Dakle, jedan dio rada se odnosi na detaljno
opisivanje i pojasnjavanje samog problema te definiranje svih analitickih izraza koji su
potrebni za rjesenje. Drugi dio rada ¢e se odnositi na primjenu navedenih izraza u primjerima.
Analiza numeri¢kog primjera je takoder napravljena i numericki U racunalnom programu SCIA
Engineer nakon ¢ega ¢e se usporediti dobiveni rezultati.

Kod obje metode tj. analitickog proracuna i proratuna pomocu programa Scia Engineering,
postupak je prikazan na numerickim primjerima. Pri tom su se dobiveni rezultati mijenjali
ovisno o nacinu pridrzanja odnosno sam je postupak proveden posebno za svaki od njih.
Koristeni su | popre¢ni presjeci izradeni od ¢elika, a duzina elementa je izabrana tako da za
sve nacine pridrzanja vitkost bude veca od vitkosti na granici proporcionalnosti kako bi se u
analitickom proracunu mogla primijeniti Euler-ov izraz za proracun kriti¢ne sile.

Otpornost materijala je dio mehanike koji se bavi proucavanje krutosti, stabilnosti i ¢vrstoce
materijala. U ovom radu glavna tema je analiza ispunjenja uvjeta stabilnosti elementa.
Stabilnost je sposobnost konstrukcije da zadrzi pocetan ravnotezni oblik pri ¢emu se gubitak
te stabilnosti naziva izvijanje. Taj problem je posebno izrazen kod vitkih elemenata zbog Cega
je prilikom dimenzioniranja potrebno obratiti paznju na to. To nam je zapravo nulti uvjet bez
kojeg nije moguce izgraditi konstrukciju koja je kvalitetna i sigurna. U ovom radu, analiticka
metoda provela se primjenom izraza izvedenih za kriticnu silu, kriticno naprezanje i ostalih
pripadajucih vrijednost. Pri tom, da bi sam postupak bio valjan, moraju biti zadovoljeni uvjet
sigurnosti i uvjet stabilnosti. S druge strane, isti postupak je proveden u raCunalnom programu
SCIA Engineer, koji se temelji na metodi kona¢nih elemenata. Ova metoda omogucava
detaljnu i preciznu analizu slozenih konstrukcijskih problema. S obzirom da je sam proracun
izveden na dva razli¢ita nacina, u nastavku ¢e se ponajprije detaljno pokazati analiza
analitickog postupka sa svim pripadaju¢im izrazima i grafovima te pripadajuci proracun, nakon
cega Ce se isto ponoviti i za SCIA Engineer program.



2. 1ZVIJANJE, GUBITAK ELASTICNE STABILNOSTI

2.1 VRSTE RAVNOTEZE I KRITICNO OPTERECENIJE

Ravnoteza tijela moze biti stabilna, labilna i indiferentna $to nam je poznato iz
mehanike krutog tijela. Sve tri navedene vrste moZzemo prikazati na primjeru kugle koja se
nalazi na konkavnoj. konveksnoj i horizontalnoj podlozi (sl. 2.1.1).

Slika 2.1.1. Stabilnost kugle [1]

Ukoliko se kugla nalazi na konkavnoj podlozi (sl. 2.1.1.a) kazemo da je ona u stabilnoj
ravnotezi. Kada se kugla pomakne iz tog ravnoteznog polozaja i dozvoli se slobodno gibanje,
ona se vraca u prvobitni ravnotezni polozaj. Za kuglu koja se nalazi na konveksnoj podlozi (sl.
2.1.1.b) kaZzemo da je u labilnoj (nestabilnoj) ravnotezi. Ako se kugla i najmanje pomakne iz
ravnoteze, ona se ne¢e moci sama vratiti u prvobitni polozaj, nego ¢e doc¢i do sve veceg
udaljavanja od polozaja ravnoteze. U oba navedena slu¢aja mijenja se potencijalna energija.

Kod kugle koja se nalazi na horizontalnoj podlozi (sl. 2.1.1.c) mozZe se re¢i da je u indiferentnoj
ravnotezi. Kad se kugla pomakne iz polozaja ravnoteze, ona se nece vratiti u prvobitni polozaj,
vec¢ ¢e posti¢i ravnotezu u nekom novom poloZzaju koji se nalazi blizu tog prethodnog. Pri tom
se potencijalna energija ne¢e promijeniti.

Nakon prethodno navedenih tvrdnji, mozemo promotriti i primjer ravnoteze ravnog, apsolutno
krutog $tapa AB koji je prikazan na sl. 2.1.2.a. Stap je na donjemu kraju zglobno oslonjen, a
na gornjem pridrzan elastiénom oprugom i uzduzno opterecen silom F.

Fl F ,
I F
A
VA A . .
t'\ ANAL labilna ravnoteza
\‘-\f‘ i[g"""c 3
,“_\\‘ f -indiferentna
‘,\1\ J F=ct ) ravnoteza
\ .
A
\ar !
\|\.\‘ | stabilna ravnoteia
Y
‘\'\ !
VN .
W\ | 0 .
j;gi;;j A é
‘3
a - b)

Slika 2.1.2. Ravnoteza apsolutno krutog stapa [1]



Ukoliko stap AB nije pridrzan oprugom BC, imamo labilan vertikalni polozaj Stapa, jer dolazi
do rotacije Stapa oko tocke A i pri najmanje bo¢nom pomaku & u tocki B. Pri tom se Stap vise
ne moze sam vratiti u prvobitni polozaj. Ako imamo bo¢no opterecenje koje je kratkog trajanja
i koje uzrokuje mali bo¢ni pomak &, na Stap djeluje moment F§ koji tezi udaljiti Stap od
vertikalna ravnoteznog polozaja moment elasti¢ne sile opruge cél (gdje je ¢ krutost opruge)
koji nastoji Stap vratiti u pocetni vertikalni polozaj. Kod dovoljno male sile F vrijedi § < c¢6l,
a Stap se ponovno vraca u vertikalni polozaj koji u ovom sluc¢aju oznacava polozaj stabilne
ravnoteze. Ukoliko se sila F poveca do neke vrijednosti za koju je ispunjeno:

F& = cdl

Stap ¢e, nakon Sto prestane djelovati bocno optere¢enje koje je uzrokovalo mali bo¢ni pomak
d, zadrzati novi polozaj definiran bo¢nim pomakom & koji je zadan. To je polozaj indiferentne
ravnoteze. Iz prethodnog izraza dobiva se definicija kriticnog opterecenja (sile).

FkT = Cl

Kriti¢no opterecenje (silu) mozemo odrediti pomocu dvije metode tj. statickom ili energijskom
metodom. Sli¢an problem stabilnosti ravnoteze javlja se i kod elasticnog odnosno
deformabilnog tijela. Pod djelovanjem opterec¢enja dolazi do deformacije elasti¢nog tijela sve
dok se ne uspostavi ravnoteza vanjskih i unutarnjih sila. Ovisno o tome ravnotezni deformirani
oblik tijela moze biti stabilan, labilan ili indiferentan, $to ovisi o veli¢ini optereenja koje
djeluje na tijelo.

Mozemo promotriti elastiénu ravnotezu ravnoga Stapa koji je aksijalno centri¢no optereé¢en na
tlak (sl. 2.1.3.a). Pritom pretpostavljamo da je promatrani Stap idealno ravan, idealno centri¢no
optereéen te da je izraden od homogenog materijala. Pri djelovanjem tla¢ne sile F dolazi do
skracenja Stapa, ali se zadrzava ravan oblik (sl. 2.1.3.a).
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Slika 2.1.3. Elasticna ravnoteza ravnog tlacno opterecenog Stapa [1]



Ukoliko su vrijednost i sile F relativno male (manje od neke kriti¢ne vrijednosti, F < Fy,.)
ravan je oblik ravnoteze Stapa stabilan (sl. 2.1.3.b).

Ako se kratkotrajnim djelovanjem nekog manjeg bo¢nog opterecenja $tap pomakne iz njegova
ravnoteznog polozaja, nakon prestanka djelovanja tog opterecenja, Stap se vraéa u prethodni
ravni oblik koji predstavlja njegov stabilni oblik ravnoteze. S druge strane, pri kriti¢noj
vrijednosti sile F (oznatavamo s F = F},) Stap se ne vrac¢a u prvobitni ravan oblik nakon
prestanka djelovanja bo¢nog opterecenja, ve¢ zadrzava novi oblik koji je izazvan tim
opterec¢enjem (sl. 2.1.3.c). Tada govorimo o kriti¢cnom stanju Stapa.

U slucaju da sila F prijede kriticnu vrijednost (F > Fy,), ravan oblik ravnoteze Stapa postaje
labilan (sl. 2.1.3.d). T ada vrlo malo bo¢no opterecenje stvara velike progibe. Nakon prestanka
djelovanja opterecenja ti progibi ne i§¢ezavaju vec 1 dalje rastu zbog aksijalnog opterecenja.

Opisana pojava gubitka stabilnosti ravnoga Stapa opterecena centricnom tlanom silom naziva
se izvijanje. Grani¢na vrijednost centri¢ne tla¢ne sile, do koje je prvobitni ravan oblik
ravnoteze Stapa jo$ stabilan, naziva se kritiénom silom i oznacava se s F,.. AKo promatramo
stvarne uvjete, izvijanje Stapa nastupa ¢im tla¢na sila F dostigne kriti¢nu vrijednost. Kako bi
smo bili sigurni da ne¢e do¢i do izvijanja, odnosno do gubitka stabilnosti Stapa koji je opterecen
centricnom tla¢nom silom F, sljede¢i uvjet stabilnosti mora biti ispunjen:

F < Fjqop
gdje je:
Fi
E; dop = k_r

l

pri ¢emu se k; naziva koeficijentom sigurnosti protiv izvijanja. Uzima se da je koeficijent
sigurnosti protiv izvijanja nesto vec¢i od koeficijenta sigurnosti ¢vrstoce, zbog toga §to postoje
1 dodatni faktori koji mogu utjecati na sigurnost protiv izvijanja. Iz navedenog mozemo
zakljuciti kako se proracun stabilnosti Stapa svodi na ponajprije odredivanje kriticne sile Fy,
za razlicite oblike i dimenzije Stapova Koji mogu biti izradeni od razli¢itih materijala. Pri
odredivanju kriti¢ne sile sluzimo se teorijom drugog reda.



2.2 IZVIJANJE STAPA U ELASTICNOM PODRUCJU, EULEROVA
KRITICNA SILA

Leonhard Euler je 1774. godine prvi istrazio stabilnost Stapova koji su aksijalno optereceni na
tlak. On je tada izveo izraz za kriticnu silu i pokazao kako ona ovisi o nacinu uévr§¢enja na
krajevima $tapa. Glavna ideja Eulerove metode sastoji se u odredivanju sile uslijed koje su
jednako moguci ravan i krivocrtan oblik Stapa. Prema nadinu ucvr$¢ivanja krajeva Stapa
razlikujemo cCetiri osnovna slucaja izvijanja Stapa.

a) Stap zglobno uévriéen na oba kraja (sl. 2.2.1.a)
Glavna tvrdnja je da, dok je god centri¢na tla¢na sila F manja od kriti¢ne sile Fy, Stap ostaje
ravan (sl. 2.2.1.a). S druge strane, ukoliko sila F dostigne kriti¢nu vrijednost Fj,. , onda je osim
ravnog oblika podjednako mogu¢ i krivocrtan oblik stapa (sl. 2.2.1.b). Moment savijanja koji
se pojavljuje u nekom od presjeka izvijenog Stapa prikazujemo izrazom:

M=F-w
Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije u tom slucaju glasi:

d?w
dx? M F-w

- _ - (2.2.1)
1+ &7

3/2 Elmin Elmin

Uz pretpostavku da se radi o malim progibima, jednadzbu (2.2.1) mozemo zamijeniti
pribliznom linearnom diferencijalnom jednadzbom:

dzw_ F-w 297
dx?2  Ely, (22.2)

Slika 2.2.1. Djelovanje tlacne sile na stap zglobno ucvrséen na oba kraja [1]



Iz svega mozemo zakljuciti kako izvijanje Stapa nastaje u ravnini najmanje savojne krutosti
Stapa (zato u izraz (2.2.1) ulazi I,,,;;, - minimalni moment tromosti popre¢noga presjeka Stapa).
Predznak minus na desnoj strani diferencijalne jednadzbe (2.2.1) koristimo zbog toga $to su

.. . d?
vrijednosti —

dx?

I w imaju suprotne predznake bez obzirna na izbor pozitivnog smjera
koordinatne osi z. Ako uvedemo oznaku:

a? = F (2.2.3)
EImin o
onda dobijemo da je:
d*w +a’*w =0 2.2.4
ez Taw= (2.2.4)

Ta jednadzba naziva se homogena diferencijalna jednadzba 2. reda s konstantnim
koeficijentima. Opce rjeSenje te jednadzbe glasi:

w = Asinax + B cos ax (2.2.5)
Iz rubnih uvjeta koji su takoder homogeni dobivamo konstante integracije A i B, a oni glase:
w0)=0i wl)=0 (2.2.5)
Iz prvog uvjeta dobivamo da je B = 0. lzraz (2.2.4) poprima sljede¢i oblik:
w = AsinaX (2.2.7)
Iz drugog uvjeta proizlazi:
Asinal =0 (2.2.8)

U ovom trenutku su moguca dva razli¢ita slucaja: A = O ili sin al = 0. U slu¢ajudaje A =0
dobijemo trivijalno rjeSenje oblika w(x) = 0, koje pokazuje da je ravan oblik $tapa jedan od
mogucih ravnoteznih oblika Stapa. Buduéi da za izvijeni oblik Stapa vrijedi A # 0, onda je:

sinal =0 (2.2.9)

Iz toga slijedi uvjet za kriti¢no stanje Stapa:

nmw
al=nm ili a= T n=123.. (2.2.10)

Jednadzba elasticne linije glasi:

nm
w = A sin TX (2.2.11)

Na temelju dvaju izraza (2.2.3) i (2.2.9) dobit ¢emo da je sila pri kojoj se dogada izvijanje:



n2m2E Ly,
F= l—z’"" (2.2.12)
U tablici 2.1 navedene su vrijednosti kriti¢ne sile i prikazani odgovarajuci oblici elasti¢ne linije
Stapazan=1,213.

Tablica 2.1
JednadZba
n | elasti¢ne Oblik elastiéne linije F
linije
1 |w=4sin™= % Elin
{ !2
. 2mx AT Elmi
2 {w=4dsin —'r' _fzm_“
3 [w=dsin 22 9T Elin
I IZ |

Tablica 2.1. Prikaz kriticnih sila i odgovarajucih oblika elasticne linije [1]

Nas zanima najmanja moguca vrijednost kritine sile pri kojoj postoji moguénost izvijanja
Stapa. Pri tom, najmanju vrijednost kriti¢ne sile Fj,- dobit ¢emo za n =1 i ona iznosi:

(2.2.13)

Tu silu nazivamo Eulerova Kkriti¢na sila za Stap koji je zglobno oslonjen na oba kraja.
Jednadzba (2.2.11) nam pri tom daje samo oblik elasti¢ne linije dok progib ostaje neodreden.
To se dogodilo zbog toga Sto smo zakrivljenost elasti¢ne linije izrazili pribliznim izrazom i
promatrali samo linearnu diferencijalnu jednadzbu (2.2.2), pri ¢emu ona vrijedi samo za male
pomake (teorija drugoga reda). Ukoliko zelimo odrediti i veli¢inu progiba, potrebno je uzeti
tocan izraz za zakrivljenost 1 pritom rijesiti nelinearnu diferencijalnu jednadzbu (2.2.1), (teorija
treceg reda).

Rjesenje jednadzbe (2.2.1) prikazano je na sl. 2.2.2. krivuljom AB, a crtkanom krivuljom BC
za izvijanje u plasticnom podrucju.

P
velike deformacije B
LY E
indlferentna ravnoteza za \C
it E;[!m _ male deformacije
t

Slika 2.2.2. Rjesenje nelinearne diferencijalne jednadzbe [1]



Iz prethodnih zakljucaka proizlazi da se rjeSenje problema izvijanja svodi na integriranje
homogene diferencijalne jednadzbe, da bi se doslo do rjeSenja koje ovisi 0 nekom parametru
(ovdje a?), pri homogenim rubnim uvjetima. Takav matematicki problem naziva se problem
vlastitih vrijednosti. Svakoj vlastitoj vrijednosti odgovara odredeno rjeSenje diferencijalne
jednadzbe, tzv. vlastita funkcija.

b) Stap na jednome kraju upet, a na drugome slobodan (sl. 2.2.3.a)
Ako se progib gornjega kraja Stapa koji nam nije poznat oznaci s f, tada se u nekom presjeku
izvijenoga Stapa (sl. 2.2.3.b) pojavljuje sljede¢i moment savijanja:

M=—-F(f-w)

A A z,
TR A W
F My,
F‘
a) b}

Slika 2.2.3. Djelovanje tlacne sile na Stap Koji je na jednom kraju upet, a na drugome
slobodan [1]

Tada diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije glasi:

dw __F 2.2.14
dxz - EIan (f W) ( = )
a mozemo je zapisati i u obliku:
d*w 5
ez Taw=a’f (2.2.15)
pri cemu je:
2 F (2.2.16)
as = 2.
EImin

8



Jednadzba (2.2.15) je nehomogena diferencijalna jednadzba 2. reda s konstantnim
koeficijentima. Opce rjesenje te jednadzbe ima oblik:

w=Asinax+ Bcosax+ f (2.2.17)
Stap koji je prikazan na sl. 2.2.3.b ima sljedece rubne uvjete:

w(©0)=0 i w(0)=0 (2.2.18)

a za slobodni kraj vrijedi:
w(l) =f (2.2.19)
Iz uvjeta (2.2.17) dobijemo daje B = —f, A =0, tako da je:
w = f(1—cos aX) (2.2.20)
Iz uvjeta (2.2.19) dobivamo:
cosal =0 (2.2.21)

Od tu vrijedi sljedeci uvjet za kriti¢no stanje Stapa:
s
al = (2n — 1)5, n=123.. (2.2.22)
U ovom slucaju najmanja vrijednost kriti¢ne sile bit ¢e kad je n = 1, tj. kada vrijedi al = % :

T[ZElmin
412

Fpp = (2.2.23)

Jednadzba (2.2.15) pritom nije homogena. Kako bi smo prikazali da se i u ovom slucaju radi
o problemu vlastitih vrijednosti, dvostrukim deriviranjem jednadzbe (2.2.15) dobit ¢emo:

+at—=0 (2.2.24)

s rubnim uvjetima:

w)=w(0)=0i w'D=w"l=0



¢) Stap na jednome kraju upet, a na drugome slobodno oslonjen (sl. 2.2.4.a)
U trenutku kada sila F dostigne kriti¢nu vrijednost, uocavamo kako je osim ravnog oblika
jednako mogu¢ i izvijeni oblik Stapa (sl. 2.2.4.b). Pri tom se kod izvijanja pojavljuju lezajne
reakcije R4, = Ry ireaktivni moment M,. Moment savijanja u nekom presjeku Stapa glasi:

M =F, —Rg(l—x)
a diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije dana je izrazom:

d2W+ Fw  Rg
dx?  Elny,  Elpyn

(l—x) (2.2.25)

a)

Slika 2.2.4. Djelovanje tlacne sile na stap koji je na jednom kraju upet, a na drugome
slobodno oslonjen [1]

Uvedemo li oznaku:

2 F (2.2.26)
a” = L.
Elmin
onda ¢emo dobiti da je:
AW | w2 B8 2 2.2.27
) aW—Fa( X) (2.2.27)

Opce rjesenje nehomogene jednadzbe (2.2.27) im sljedeci oblik:

R
w = Asinax + B cos ax + FB (l—x) (2.2.28)
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S obzirom da je sam zadatak jedanput staticki neodreden, uz konstante integracije A i B, |
reakcija Ry je nepoznata, pa su u ovom sluc¢aju rubni uvjeti:

w(0) =0 (a)
w'(0) =0 (b) (2.2.29)
wl)=0 (©)
Deriviranjem izraza (2.2.28) proizlazi:
dw ) Ry
P aA cosax — aB sinax — N (2.2.30)

Iz rubnog uvjeta (2.2.29.a) nalazimo:

B+ RTBI =0
odakle je:
B = _Rel (2.2.31)
F
Iz rubnog uvjeta (2.2.29.b) vrijedi:
aA — % =0
ili
an =28 (2.2.32)
F

Ako dobivene vrijednosti uvrstimo za integracijske konstante A i B u izraz (2.2.28) dobit ¢emo
jednadzbu elasti¢ne linije koja ima oblik:

Rp 1 .
w=— [— sinax — lcosax + (I — x)] (2.2.33)
F la
Iz rubnog uvjeta (2.2.29.c) dobivamo:

Rp (1 |
— (—smal —lcosal) =0
F \«a

S obzirom da je R?B + 0, onda je:

tg al = al (2.2.34)
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Rjesenje te transcendentne jednadzbe mozemo dobiti grafickim putem (sl. 2.2.5). U tom slucaju
korijenima jednadzbe (2.2.34) odgovaraju apscise sjecista pravca y = al i funkcije y = tg al,
a najmanji korijen te jednadzbe ima vrijednost al = 4,493.

ol

Slika 2.2.5. Rjesenje transcendentne jednadzbe (tg al = al) [1]
Kriti¢na sila izvijanja ima oblik:

4,493%ElLy, 20,187 Elyy,  2m%ElLy,
Fkr - azElmin — B min _ B min B min (2.2.35)

d) Stap upet na oba kraja (sl. 2.2.6.a)
U slucaju da pretpostavimo da je oblik izvijenoga Stapa simetrian, (sl. 2.2.6.b), momenti
upetosti su onda na oba kraja $tapa jednaki. U nekom presjeku izvijenoga Stapa u tom slu¢aju
pojavljuje se sljede¢i moment savijanja:

M=Fw-—M,
Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije glasi:

de+ Fo =M 2.2.36
dx? " El." " El. (2.2.36)

Ako uvedemo oznaku:

a? = (2.2.37)

dobit ¢emo da je:

12



d?w M,
+a’w = —a? (2.2.38)

Opée rjesenje ove jednadzbe glasi:

M,
w = Asinax + B cos ax + ?0 (2.2.39)

bz v

a)
Slika 2.2.6. Djelovanje tlacne sile na Stap upet na oba kraja [1]

Rubni uvjeti u tom slucaju su:

w(0) =0 (@)
w'(0) =0 (b) (2.2.40)
w(l) =0 (©)

w'(D) =0 (d)

Ako deriviramo izraz (2.2.39), dobit ¢emo da je:

dw )
— = aA cosax — aB sin ax

dx

Rubni uvjet (2.2.40.a) daje:

B+M°—0 ili B =
F— [AAA =

13



Iz uvjeta (2.2.40.b) dobit ¢emo da je A = 0. Nakon toga jednadzbu (2.3.39) mozemo prikazati
u sljede¢em obliku:

M
w = ?0 (1 — cosax) (2.2.41)
ili kao:
aw M,
Ix = asinax

Iz rubnog uvjeta (2.2.40.c) dobivamo:
M
w(l) =— (1~ cosal) =0

S obzirom da je % # 0, onda vrijedi:

cosal =1 (2.2.42)

Uvjet (2.2.40.d) nam daje:
w'(l) = TO asinal =0

odnosno:
sinal =0 (2.2.43)
Pri tom su jednadzbe (2.2.42) i (2.2.43) zadovoljene za:
al=2nm, n=1,23...
Najmanju vrijednost kriti¢ne sile dobit ¢emo kada je n = 1, tj.:

_ 4m2Elpyy

kr = B (2.2.44)

Ako usporedimo izraze (2.2.13), (2.2.23), (2.2.35) i (2.2.44), primje¢ujemo da u svim
navedenim slu¢ajevima izraz za kritinu silu moZemo prikazati u opéem obliku:
7T2E1min

Fir =G>

(2.2.45)

gdje je u koeficijent duljine izvijanja Stapa koji iznosi:
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1
p== (2.2.46)
gdje je n broj poluvalova sinusoide elasti¢ne linije izvijena Stapa. A0 0znacimo:
l; =ul (2.2.47)
onda izraz (2.2.45) mozemo napisati u sljede¢em obliku:

(2.2.48)

pri cemu je [; duljina izvijanja. Duljina izvijanja je zapravo dio duljine nekog Stapa na kojoj ¢e
se pojaviti jedan poluval sinusoide, tj. duljina izmedu dviju susjednih tocaka infleksije elasti¢ne
linije izvijenoga Stapa. Na sl. 2.2.7. prikazana su Cetiri osnovna nacina ucvrScenja Stapa na

krajevima s odgovaraju¢im duljinama izvijanja ;.

Fl F FI F
_ - \ _ m____
\ ! \
"\ ;l \ '.\ 0,251
"1 ;‘ 1\ \ 3
1
' ! ! 120,71 \
1 [ (A I i 1 =051
I I | i
I ! { }
| ] )
! i} —1 i
,f / Ft
I { ~03t |/ 0,251
[
%*— e "% A A
F E F E
\
1
1
\
1
\
]
]
1
1
'.1
.

3
n=1 n= > n= > n=2
u=1 u=2 u=0,7 u=20,5 (2.2.49)
ﬂZEImin T[ZEImiTL T[ZEIml'n T[ZEImin
Fiopp =——— Fop = ——5— Fop = ——= Fip = ——75
fer 12 212 T T0,71)2 T (0,50)2
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1z izraza (2.2.48) uocavamo kako kriti¢na sila ovisi o materijalu Stapa, poprecnome presjeku
Stapa, duljini $tapa i o nadinu uévriéenja njegovih krajeva. Cetiri osnovna na¢ina uévriéenja
Stapa prikazan su na sl. 2.2.7. Medutim, u konstrukciji su ipak rijetko ostvareni ti idealni nacini
ucvrséenja, te je sam Stap naj¢esce na kraju elasti¢no upet ili elasti¢no oslonjen.
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2.3 KRITICNO NAPREZANIJE

Stap koji je optere¢en na pritisak aksijalno, nastavlja zadrzavati ravan oblik ravnoteZe
u kriti¢nom stanju, pa kriti¢no naprezanje u Stapu u trenutku izvijanja iznosi:

Fir  T%Ely
Our =~ =4 (2.3.1)
2

Ako uzmemo u obzir da je minimalni polumjer tromosti presjeka:

. _ Imin
lmin = A
mozemo napisati:
2Ei%
Okr = lz
l
ili:
)
Okr = /,1—2 (232)
pri ¢emu je:
l;
A= (2.3.3)
Lmin

bezdimenzionalna karakteristika Stapa koja se naziva vitkost Stapa.

Eulerova hiperbola

P

A

fL

L

0

O e b

P

Slika 2.3.1. Eulerova hiperbola [1]

1z izraza (2.3.2) mozemo uociti da kritiéno naprezanje oy, OViSi 0 Svojstvima materijala i o
vitkosti Stapa. Funkcionalna ovisnost (2.3.2) izmedu kritiénog naprezanja oy, i A prikazana je
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Eulerovom hiperbolom u koordinatnome sustavu A, gy, (Sl. 2.3.1). Vazno je spomenuti kako
izraz (2.3.2) mozemo primijeniti samo u slucaju kriticnog naprezanja oy, Koje ne prelazi
granicu proporcionalnosti o, materijala pri jednoosnome pritisku, odnosno razmatramo
podrucje u kojem se materijal ponasa linearno elasti¢no tj. kada vrijedi uvjet:

m%E
Okr = AZ < O-p
ili:
m2E
Az |—=1,
Op

gdje je A, graniCna vitkost, te se Eulerovi izrazi za kriti¢nu silu i kritino naprezanje ne mogu
primijeniti ispod te vrijednosti. Na osnovu toga zaklju¢ujemo da se Stapovi koji imaju velike
vitkosti A = A,, izvijaju se u elastiénom podrucju, dok se Stapovi male i srednje vitkosti:

A<A,, O >0y

izvijaju u plasticnom podrucju. Iz raznih pokusa se mozZe uociti da je stvarno kriticno
naprezanje za Stapove male i srednje vitkosti zapravo uvijek manje od Eulerova kriti¢nog
naprezanja. Sukladno tome, izrazito je opasno i pogresno za sigurnost konstrukcije, koristiti
Eulerove izraze za kriti¢nu silu i kriti¢no naprezanje za Stapove koji se izvijaju u plasticnom
podrucju.
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2.4 IZVIJANJE STAPA U PLASTICNOM PODRUCJU

Problem koji predstavlja izvijanja Stapa u plasticnom podrucju prvi je istrazivao Engesser 1889.
godine, te je pritom krenuo od sljedecih pretpostavki:
1. Stap je idealno ravan i izraden od homogena materijala.
2. Stap je zglobno uévriéen na krajevima i idealno centri¢no optere¢en na tlak.
3. Progibi su zbog savijanja Stapa mali.
4. Bernoullijeva hipoteza ravnih presjeka pri savijanju vrijedi i za plasti¢no podrucje.
5. Modul elasti¢nosti u nekoj tocki C dijagrama o - € (sl. 2.4.1.) izrazava se tangentnim
modulom, koji je definiran izrazom:

E = =tg (2.4.1)

te je uz to pretpostavio i da je tangentni modul u blizini to¢ke C konstantan, §to samim time
odgovara pretpostavci da se u blizini toc¢ke C linija optereéenja jednaka s linijom rasterec¢enja.

Slika 2.4.1. o - € dijagram ( Modul elasticnosti u nekoj tocki C dijagrama u kojoj je linija
opterecenja jednaka s linijom rasterec¢enja ) [1]

Oblik izvijenoga Stapa opterecenog centriénom kriti¢nom silom Fj,. prikazan je na sl. 2.4.2.a.

Neka se u nekom presjeku x Stapa javlja moment savijanja M = Fy,. - w te uzduzna sila Fy,..
Pri tom su dijagrami naprezanja i deformacija u tom promatranom presjeku prikazani na sl.
2.4.2.b. Utim su dijagramima oy, i &, naprezanja i deformacije uzrokovane centri¢nom silom
F), te odgovaraju tocki C na sl. 2.4.1. Takoder, dopunsku deformaciju zbog savijanja
oznafujemo:

V4

Ae = 2.4.2
5 (2.4.2)

Zbog savijanja u vla¢noj i tlacnoj zoni pripadajuc¢a dopunska naprezanja poprecnoga presjeka
mozemo prikazati slicno Hookeovu zakonu:
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z
AO- = Et - AE == Et; (2.4‘.3)
Pri tom je ukupno naprezanje u nekoj to¢ki promatranog presjeka:
z
0 = Oy " Ao = 0y + E; '[—) (2.44)

Uvjet ravnoteze promatranog dijela $tapa Y, F, = 0, dovodi do:
Et
f a-dA=Fkr+—j z-dA
A P Ja

x

X* Fkr
M=F, w

Exe
Tae |ASmnx

Ukr
@ . - TAG I.ﬂﬂm“

Slika 2.4.2. Izvijanje. Deformacija i naprezanje Stapa opterecenog kriticnom silom [1]

Iz toga slijedi da je:
f z-dA=0 (2.4.5)
A

Sto znaci da neutralna os ide teziStem popre¢noga presjeka zbog djelovanja momenta savijanja.

Iz uvjeta 3 M,, = 0, dobijemo da je:
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E
sz a-z-dA=akrf z-dA+—tf z2-dA=F-w
A A P Jy
Uzmemo li u obzir izraz (2.4.5) i ¢injenicu da integral:
f Zz'dA=Iy=Iml'n
A

predstavlja moment tromosti popre¢noga presjeka s obzirom na os najmanje krutosti, dobit
¢emo:

=E; Ipin =F-w

odnosno:

- (2.4.6)
Et - Imin

|

Ako pri tom pretpostavimo da su progibi mali, zakrivljenost moZzemo prikazati pribliznim
izrazom:

__4w (2.4.7)

Na taj na¢in dobivamo diferencijalnu jednadzbu elasti¢ne linije Stapa Koji se izvija u plasticnom
podrucju

dw__Fw _, 248
dx? " By ILyin (248)

Jedina razlika izmedu diferencijalnih jednadzbi (2.4.8) i (2.2.39) je u tome, §to umjesto E u
jednadzbi (2.2.39) dolazi E; u jednadzbi (2.4.8). Iz toga mozemo zakljuciti da se prethodno
dobiveni izrazi za kriticnu silu 1 naprezanje u elasticnom podrucju tehni¢ki mogu zadrzati i u
plastiénom ako se modul elasti¢nosti E zamijeni tangentnim modulom Ej.

Tako dobivamo:

T2E¢Ly;
Fir = —lt_z"”" (2.4.9)
4
m2E,
Or =3 (2.4.10)
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Izraz (2.4.9) pri tom mozemo prikazati na sljedeé¢i nacin:

_ Et 7TZEImin _ Et

Fir =7 = —F (2.4.11)

gdje je F. Eulerova kriti¢na sila.

F. S. Jasinski upozorio je 1893. godine na Cinjenicu da je u dijagramu o - € linija rastere¢enja
C C; paralelna s pravcem OP (sl. 2.4.3).

Slika 2.4.3. Jasinski o - € dijagram ( linija rasterecenja CC, paralelna s pravcem 0C ) [1]

Uzimaju¢i u obzir tu primjedbu Engesser je 1895. godine dopunio svoja istrazivanja, te je
pritom uzeo u obzir da ¢e pri savijanju dio presjeka Stapa biti rastere¢en naprezanjima zbog
savijanja i da ¢e za taj dio presjeka vrijediti modul elasti¢nosti E, ali ¢e na drugom dijelu Stapa
ipak vrijediti tangentni modul E;. U nekom presjeku x Stapa (sl. 2.4.4.a) raspodjela deformacija
i naprezanja prikazana je nasl. 2.4.4.b.

Zbog savijanja u tlacnoj 1 vla¢noj zoni presjeka Stapa u kriticnom stanju, dopunska beskonacna
mala naprezanja su:

z do
Ao-t:Et'A(g:EtE; Et:E:tglpl

z
Aa,,zE-AezE;, E =tgy

UzduZna sila u popre¢nome presjeku je konstanta pri beskona¢no malim progibima Stapa, pri
¢emu vrijedi da je:

f Ac-dA =0
A
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E E;
f Aa-dA=—f z'dA—— | z-dA=0 (a)
A p p

A8y ma ]s,.

A8y max

Oy

'ﬁol' max
_I_Aot max

Slika 2.4.4. Raspodjela naprezanja i deformacija Stapa [1]

|z uvjeta ravnoteze }; M,, = 0 dobivamo da je:

E E,
an-z-dAz—f z2-dA+— | z?*dA=M=F-w (b)
A

P Jy, P Ja,

Moment aksijalne sile F odnosi se na tezisnu os, dok sSmo moment unutarnjih sila uzeli s
obzirom na neutralnu os y. Pri tom se jednadzba (a) moZe napisati kao:

ES, — E,S, (2.4.12)

pri ¢emu Su S; i S, staticki momenti povrsine A; i A, tlaéne i vlaéne zone presjeka (sl. 2.4.4) s
obzirom na neutralnu os y.

1z jednadzbe ravnoteze (b) vrijedi:

1

E(EI‘U + Etlt) = F W (2.4.13)
atusul, i I momenti tromosti povrSine A,, 0dnosno A, s obzirom na neutralnu os'y.

23



AKo s I,,;, ozna¢imo minimalni moment tromosti ¢itavoga presjeka s obzirom na teziSnu os
presjeka, onda se jednadzba (2.4.13) moze prikazati na sljedeci nacin:

= — (2.4.14)
gdje je:

1
E, = (EL, + El,) (2.4.15)

min

reducirani modul ili Engesser-Karmanov modul koji ovisi o obliku popre¢noga presjeka i oy,

Tako za poprecni presjek pravokutnog oblika vrijedi:

AEE,

E =—""t (2.4.16)
" (E+E)
Ako koristimo pretpostavku malih progiba, jednadzbu (2.4.14) mozemo prikazati kao:

d’w  F-w
+
dxz Erlmin

=0 (2.4.17)

Izrazi za kriticno naprezanje i kriti¢nu silu pri izvijanju u plasticnom podruéju su:

w2E, 1L,
o = —;2 = (2.4.18)
L
T2E,
Gr == (2.4.19)

Dijagram kriti¢nih naprezanja oy, = f (1) za Celik mehani¢kih svojstava E = 2+ 10> MPa,
o, = 200 MPa, g, = 240 MPa prikazan je na sl. 2.4.5.

\
O Engesser - Jasinski - Karmén (E,)

HHHHHHHH Engesser (E,)

1804 Euler (E)

1204
Op

8O+

Fros

A

0 1 L L 1 1 L 1 L 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

| Jo

i 1

Slika 2.4.5. Dijagram kriticnih naprezanja [1]
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S obzirom na to, na osnovu dijagrama pritiska mozemo konstruirati dijagrame kriti¢énih

naprezanja za razlicite materijale (sl. 2.4.6) i (sl. 2.4.7).

’ /Gr
3 Y
o, g a,
s g, " oy
. o e 2
0 0 podrugje | podrucje podruéje
male | | srednje v velike
vitkosgti * | vitkost! vitkosti
I

Slika 2.4.6. Tri podrucja vitkosti Stapa [1]

Oy

Slika 2.4.7. Dijagrami naprezanja Stapa [1]
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2.5 EMPIRIJSKI IZRAZ ZA KRITICNO NAPREZANJE

Osim teorijskih istrazivanja koja se odnose na problem stabilnosti tlaénih Stapova,
usporedno su se provodila i eksperimentalna istrazivanja, pri ¢emu se mogu istaknuti
Tetmayerova, Jasinskog, Rankinova, Engesserova istrazivanja. To¢nost Eulerova izraza za
kriticno naprezanje pri izvijanju u elastiénom podrucju potvrdila su upravo ta istrazivanja.
Medutim, za kriti¢no naprezanje pri izvijanju u plasti¢cnom podrucju, predlozeni su empirijski
izrazi koji su izvedeni na osnovu rezultata tih eksperimentalnih istrazivanja.

Tetmayer, a iza njega i Jasinski, predlozili su linearnu ovisnost izmedu kriti¢nog naprezanja i
vitkosti Stapa u plasticnom podrucju:

Opr = A — bA, AT <A< Ap (251)

pri ¢emu su a i b koeficijenti koji ovise o svojstvima materijala, a oni su odredeni
eksperimentalnim putem. Funkcionalna ovisnost prethodno navedene jednadzbe (2.5.1)
prikazana je na sl. 2.5.1. pomoc¢u Tetmayerovog pravca. Kriti¢no naprezanje odgovara granici
proporcionalnosti a,, pri vitkosti 4,,, a kod vitkosti Ar kriticno naprezanje dostize granicu
teCenja a; kod elastoplasti¢nih materijala, odnosno granicu ¢vrstoée o), kod krhkih materijala.

Tetmayerov pravac

Eulerova hiperbola

PR A
Slika 2.5.1. Tetmayerov pravac [1]

Dijagram gy, = f(A) sadrzi tri dijela:
- horizontalni pravac za 0 < A < A,
- Tetmayerov pravac za Ay < A < 4, i
- Eulerova hiperbola za 4 > 4,,.

Samim time razlikujemo:
- Stapove male vitkosti 0 < 4 < A,
- Stapove srednje vitkosti Ay < A < 4, i
- Stapove velike vitkosti A > 4,,.
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2.6 DIMENZIONIRANJE STAPOVA OPTERECENTH NA IZVIJANJE

Kod stapa koji je aksijalno opterecen na tlak, slijede¢i uvjeti moraju biti ispunjeni:
1. Uvjet ¢vrstoce:

F <
0= = Oqo
Aneto P
odnosno:
F < Odop “Aneto
gdje je:
Ok
Paop =G

oy predstavlja naprezanje kod kojeg materijal dolazi u nepozeljno stanje. Kod elastoplasti¢nih
materijala uzima se da je naprezanje ok jednako oy tj. granici teenja, a kod krhkih materijala
o je obi¢no jednako tla¢noj ¢vrsto€i ay. 044, Predstavlja dopusteno tlacno naprezanje, a k je
koeficijent sigurnosti ¢vrstoce. (2.6.1)

2. Uvijet stabilnosti

F
o; = < o; dop (261)
bruto
odnosho:
F < 6 40p " Abruto = Fiaop (2.6.2)
gdje je:
O Fk
Giaop =7 Fiaop =7 (2.6.3)

l l

0; aop Predstavlja dopusteno naprezanje pri izvijanju, a F; 4o, je dopusteno opterecenje pri
izvijanju. Koeficijent k; predstavlja sigurnosti protiv izvijanja.

U sluc¢aju da nam je zadana krivulja g, = f(A) i koeficijent sigurnosti protiv izvijanja k;, onda
se moze konstruirati krivulja dopustenih naprezanja pri izvijanju o; 4, = f(4) (sl. 2.6.1).
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Slika 2.6.1. Krivulja dopustenih naprezanja pri izvijanju [1]

Prethodno je ve¢ istaknuto kako se koeficijent sigurnosti protiv izvijanja k; uzima malo veci
od koeficijenta sigurnosti ¢vrstoée k, (k; > k) i u elasticnom podrudju (A > lp) ostaje
konstantan. U slucaju da se radi o Stapu male vitkosti, mjerodavan je proracun ¢vrstoce, pa je
za A =0, k; =k, pri ¢emu se koeficijent sigurnosti protiv izvijanja u plasticnom podrucju
(0 < 1 < 2,) mijenja po paraboli¢cnom zakonu, $to se moZe uociti na sl. 2.6.1.

Sam postupak proracuna Stapova na izvijanje moze se sastojati i od odredivanja dopustenog
opterecenja ili izbora poprecnog presjeka Stapa.

- Ako je poprecéni presjek Stapa zadan, onda odredimo vitkost promatranog Stapa i to
kao odnos duljine izvijanja i minimalnog polumjera tromosti presjeka koji oznacavamo i,,;,

PR

Lmin

- U slu¢aju da je A > 4,,, dopusteno opterecenje moZemo izracunati iz Eulerovog izraza,
a u slucaju da je A < A,, ne moze se primijeniti Eulerov izraz. U tom slu¢aju moZemo
primijeniti izraze (2.4.10), (2.4.19) ili (2.5.1).

- Ako je zadano optereéenje Stapa, onda metodom postupnog priblizavanja odabiremo
poprecni presjek. Pri samom izboru oblika popre¢noga presjeka tezimo tome da je §to manja
razlika izmedu glavnih sredi$njih momenata tromosti. Medutim, ako je duljina izvijanja
razli¢ita u glavnim ravninama (to ovisi o na¢inu uc¢vr§éenja), onda se odabiru razli¢iti momenti
tromosti da bi vitkosti bile jednake ili pak priblizno jednake u tim glavnim ravninama.
Minimalni moment tromosti presjeka odredimo iz Eulerovog izraza:

fmin =g

nakon ¢ega odaberemo dimenzije presjeka, koje odgovaraju momentu tromosti I,,,;,, kojeg smo
odredili. Na kraju provjeravamo je li Eulerov izraz primjenjiv tako da izracunamo
odgovarajuce vrijednosti i,,;, 1 4.
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Pri dimenzioniranju $tapova opterecenih na izvijanje jo$ se moze upotrijebiti i tzv. w-postupak,
gdje se vrsi proracun Stapa optere¢enog na tlak uz sljedeéu pretpostavku:

F
0; = < Oj dop
bruto
.. v ve O -y v e ~
Ako se desna strana gornje jednadzbe pomnozi s adﬂ, priemu sa gg,, 0znacujemo dopusteno
dop
tlacno naprezanje, dobit ¢emo da je:
F Odo
p
A < 0; dop " _
bruto Udop
Ako uvedemo oznaku:
Og
w=—2 (2.6.4)
0; dop
dobit ¢emo:
F-w
2 < Udop (265)
bruto

Koeficijent w pri tom nazivamo koeficijentom izvijanja, a on ovisi o vitkosti Stapa.

1

du—-""’

Slika 2.6.2. Dijagram w = f (A1) pri cemu je w koeficijent izvijanja a f (1) funkcija vitkosti o
kojoj ovisi [1]
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3. NUMERICKI PRIMJER — PRIMJENA ANALITICKOG
POSTUPKA

3.1. IZVIJANJE OVISNO O NACINU PRIDRZANJA

U analitickom postupku ¢e biti prikazano odredivanje kriticne sile Fj,, dopusStenog
naprezanja i opterecenja tj. Fgop | 040p. Pritom Ce se ti parametri odredivati u Cetiri situacije
odnosno za Cetiri razli¢ita nacina pridrzanja. Na samom kraju ¢e se prikazati utjecaj na nosivost
shodno dobivenim rezultatima.

Za sam proradun je uzet §tap duljine 5 metra koji se nalazi izmedu oslonaca. Stap/element je
¢elicni (S235), I poprecnog presjeka, odnosno CVS(NBR) 150x15. Granica proporcionalnosti
0, = 21 kN/cm?, dok je modul elasti¢nosti E = 2.1 10* kN/cm?. Dimenzije popre¢nog
presjeka su h = 15 cm , b = 10 c¢m. Poissonov koeficijent v = 3.0..

Geometry
Formcode 1 - 1section
h [mm] 150
b [mm] 100
t [mm] 6

1/ s [mm]

. r [mm]

r1 [mm]
a [%]
W [mm]

o (e} o w

(e}

wm [mm#2] 0

Slika 3.1.1. Karakteristike poprecnog presjeka [4]

Pri tom je s debljina hrbta, a t debljina pojasnice. h' predstavlja visinu popre¢nog presjeka
izmedu pojasnica. PovrSina poprecnog presjeka je A = 18.9 cm?.
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a) Stap zglobno uévriéen na oba kraja

3 "QE

500

N

= L.«

Slika 3.1.2. Stap zglobno ucvrséen na oba kraja [2]

Karakteristike poprecnog presjeka
- za izvijanje je kritican minimalni moment tromosti:

b3t s3h _ 103-0.6 4 0.53-13.8

Ipin = — = 100.14 cm*

min = o=+ 77 6 12 cm
Duljina izvijanja

- za Stap zglobno ucvrséen na oba kraja:
L;=L=500cm
Podrudje izvijanja:
L; L; 500
A= = = = 217.22

Imin \/Imm 100.14
A 189

- A > Ap — vrijedi izraz za Eulerovu kriti¢nu silu
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Kriti¢na sila:
_ w2 E Ly _ m%-2.1-10%-100.14

Fp,. = = = 83.02 kN
r L 5002
% E Ly, m?-E m?-21-10*

— — = = 4‘. N 2

Tkr =TT A pE (217.22)? 39 kN/cm
Dopustena sila u Stap:
F,,. 83.02
Fdop = T = T = 27.67 kN

O 439
Odop = % =— =146 kN/cm?

b) Stap na jednome Kkraju upet, a na drugome slobodan

500

S b

Slika 3.1.3. Stap na jednome kraju upet, a na drugome slobodan [2]

Karakteristike popre¢nog presjeka
- za izvijanje je kritican minimalni moment tromosti:
b3t s3h' B 10%-0.6 N 0.5%-13.8

Lnin 3 + 12 3 12 100.14 cm
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Duljina izvijanja
- za §tap jednome kraju upet, a na drugome slobodan:
L; =2L =1000cm

Podrucje izvijanja:
1000

Li Ll
A = - = =
Imin \[Imm 100.14
A 189

Lo [FE_ 2110t
S 21 T

- A > Ap — vrijedi izraz za Eulerovu kriti¢nu silu

= 434.44

Kritiéna sila:

2 E Dy w?-2.1-10%-100.14

Fr = = 20.76 kN
kr L 10002
w2 E-ly, wE m?-21-10%

= = = = 1.10 kN 2

Oher L%-A 22 (434.44)? fem
Dopustena sila u Stap:
F, 20.76
Fdop = T = T = 6.92.98 kN

1.10
Ogop = — = —— = 0.37 kN /cm?
v 3
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c) Stap na jednome Kkraju upet, a na drugome slobodno oslonjen

+ |
o
o
wn
ﬁv e e

Slika 3.1.4. Stap na jednome kraju upet, a na drugome slobodno oslonjen [2]

Karakteristike poprecnog presjeka
- za izvijanje je kritican minimalni moment tromosti:
b3t s3h _ 103-0.6 4 0.5%-13.8

L= — — 4
Imin =~ + 15 - = 100.14 cm

Duljina izvijanja
- za Stap jednome kraju upet, a na drugome kraju slobodno oslonjen:
L; =0.7L =350 cm

Podrucdje izvijanja:

L; L; 350
A=——= = = 152.05

Imin \/Imm 100.14
A 189

- A > Ap — vrijedi izraz za Eulerovu kriti¢nu silu
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Kriti¢na sila:
_ w2 E Ly _ m%-2.1-10%-100.14

F,. = = = 169.43 kN
r L 3502
% E Ly, m?-E m?-21-10*
= = = = O. N 2
Okr L7 A P (152.05)2 8.96 kN/cm
Dopustena sila u Stap:
Fir 169.43
Fdop = T = 3 = 5648 kN

0 8.96
Odop = % =~ =299 kN/cm?

d) Stap upet na oba kraja

>~ e
o
o
re}
N .

Slika 3.1.5. Stap upet na oba kraja [2]

Karakteristike popre¢nog presjeka
- za izvijanje je kritican minimalni moment tromosti:
b3t s3h' B 103-0.6 N 0.5%-13.8

Imin G + 12 e 5 100.14 cm
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Duljina izvijanja
- za Stap upet na oba kraja:
L; =0.5L=250cm

Podrucje izvijanja:
250

L L
A = - = =
Imin \[Imm 100.14
A 189

Lo [ 2110t
N 21 e

- A > Ap — vrijedi izraz za Eulerovu kriti¢nu silu

= 108.61

Kritiéna sila:

2 E Dy w?-2.1-10%-100.14

F = = 332.08 kN
kr L 2502
_nZ-E-Iml-n_nZ-E_n2-2.1-104_1757kN 5
G =T T A T 2 dosene /o7 kNjem
Dopustena sila u Stap:
F,. 332.08
Faop = > -3 = 110.69 kN
o 17.57
Odop = % =—3 = 5.86 kN /cm?
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Kriticna sila
(kN) A2

400 ==

260 ==

T S —
=

L
0 ==

8302 o ——————mm

20.76 —f—mmmmmmmm

.cila[l zglobno wévricen

!‘i(lp na jednome kraju
upet, a na drugome

slobodan

na oba kraja

gtlp 'I.IFL" na
oha kraja

!-ilap na jednome kraju

upet, a na drogome
slobodnoe oslonjen

Slika 3.1.6. Graf kriticnih sila [2]

>

Oblik pridZanja

Na sl. 3.1.6. uofavamo graf koji predstavlja vrijednosti kriti¢nih sila ovisno o nacinu

pridrzanja. MoZemo primijetiti kako kriti¢na sila raste s povecanjem broja veza u ravnini.

Stap zglobno uévriéen na
oba kraja

Duljina izvijanja:

Vitkost:

Kriti¢na sila:

L;=L=500cm
A=217.22
Fir = 83.02 kN

Stap na jednome kraju upet,
a na drugome slobodan

Duljina izvijanja:

Vitkost:

Kriti¢na sila:

L; = 2L = 1000 cm
A = 434.44
Fy, = 20.76 kN

Stap na jednome kraju upet,

Duljina izvijanja:

L; = 0.7L = 350 cm

Kriti¢na sila:

a na drugome slobodno Vitkost: A =152.05
oslonjen Kriti¢na sila: Fr = 169.43 kN
Duljina izvijanja: L; =0.5L=250cm
Stap upet na oba kraja Vitkost: A =108.61

Fy, = 332.08 kN

Slika 3.1.7. Tablica dobivenih vrijednosti [2]
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3.2. IZVIJANJE OVISNO O PODRUCJU VITKOSTI

U analitickom postupku ¢e biti prikazano odredivanje kriti¢ne sile Fy, i dopustene sile
Fgop u tri razli¢ita podrucja vitkosti, odnosnu podrucju velike, srednje i male vitkosti. Na

samom kraju ¢e se prikazati utjecaj na nosivost shodno dobivenim rezultatima.

Za sam proradun je uzet §tap duljine 5 metra koji se nalazi izmedu oslonaca. Stap/element je
celicni (S235), pravokutnog presjeka. Za izvijanje u elasticnom podrucju koristiti ¢emo
poprecni presjek CVS(NBR) 150x15, dimenzija h = 15cm , b = 10 cm. Za izvijanje u
plasticnom podrucju koristiti ¢emo Stap istog poprecnog presjeka ali duljine 2 metra. U oba
slucaja Stap e biti zglobno pridrzan na oba kraja. Granica proporcionalnosti o, = 21 kN /cm?,

dok je modul elasti¢nosti E = 2.1+ 10* kN /cm?. Poissonov koeficijent v = 3.0.

a) Elasti¢no podrucje (velika vitkost)

. (QE
3
0

x (q

Slika 3.2.1. Stap zglobno ucvrséen na oba kraja, elasticno podrucje [2]

Karakteristike popre¢nog presjeka
- za izvijanje je kriti¢an minimalni moment tromosti:
B b3t s3h' B 103-0.6 N 0.5%-13.8

o _bt = 100.14 cm*
Imin = o=+ 73 6 12 cm

Duljina izvijanja
- za Stap zglobno u¢vrs$éen na oba kraja:

L;=L=500cm
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Podrucje izvijanja:
L; L; 500
A= - = =
Lmin Lnin 100.14
A 18.9

Lo [ 2110t
Pl o 21 T

- A > Ap — vrijedi izraz za Eulerovu kriti¢nu silu

= 217.22

Kriti¢na sila:
2 E- Iy, m?-21-10%-100.14

Fy, = = = 83.02 kN
kr Liz 5002

DopusStena sila u Stap:

F., 83.02
Fdop = T = T = 27.67 kN

b) Plasti¢no podrucje (srednja i mala vitkost)

S ‘-QE

200

~ &

Slika 3.2.2. Stap zglobno ucvrséen na oba kraja, plasticno podrucje [2]
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Karakteristike popre¢nog presjeka
- za izvijanje je kritican minimalni moment tromosti:

b3t s3h' _ 10%-0.6 N 0.5%-13.8

L= — = 4
Lnin 3 + 12 3 12 100.14 cm
Duljina izvijanja
- za $tap zglobno ucvrséen na oba kraja:
L;=L=200cm
Podrucje izvijanja:
L; L; 200
A=—-= = = 86.89
Imin \/Imm \/100.14
A

18.9

1 = - E 7t2-2.1-104_9935
Pl e, 21 T

- A < Ap — ne vrijedi izraz za Eulerovu kriti¢nu silu

- Daljnji proracun izvijanja proveden je u programu Scia Engineer gdje su nakon unesenih
parametara dobiveni sljede¢i podatci:

 Vrsta izvijanja horizontalni pomak
 Sisternska duZina L 2,000 m
 Faktor izvijanja k 1,00

Duijina izvijanja ler 2,000 m
Kriticha Euler opterecenje | N 544,70 kN
Vitkost A 85,25

Relativha vitkost Arel 0,91

granicna vitkost Aelo |0,20

Krivulja izvijanja C

Nesavrsenost a 0,49

Redukcijski faktor X 0,60

Otpornost na izvijanje Nbrd |267,10 kN

Slika 3.2.3. Tablica s parametrima izvijanja [4]
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4. NUMERICKI PRIMJER — ANALIZA U RACUNALNOM
PROGRAMU SCIA ENGINEER

U numerickom postupku je isto kao i kod analitickog postupka koji je proveden
prethodno, prikazano odredivanje kriti¢ne sile Fj,. U ovom slucaju sustav je diskretiziran
jednodimenzionalnim kona¢nim elementima s zadanim popre¢nim presjekom. Potom je kao i
u analitiCkom primjeru variran na¢in pridrzanja te dobivene vrijednosti za silu izvijanja.

Za proradun je uzet §tap duljine 5 metra koji se nalazi izmedu oslonaca. Stap/element je ¢eliéni

(S235), I poprecnog presjeka, odnosno CVS(NBR) 150x15. Dimenzije popre¢nog presjeka su
kao i prethodno, h =15cmib = 10 cm.

a) Stap zglobno u¢vriéen na oba kraja

-83,02

5000

L
Slika 4.1.1. Stap zglobno ucvrséen na oba kraja [4]

KLASIFIKACUA ZA 1ZVIJANJE

- Klasifikacija prema EN 1993-1-1 ¢lanak 5.5.2

- Klasifikacija unutarnjih i vanjskih dijelova uglova prema normi EN 1993-1-1

Biljeska: Granica klasifikacije je postavljena prema Semi-Comp+. Popre¢ni presjek je
klasificiran kao Klasa 2

Biljeska: Odlucujuci polozaj za klasifikaciju stabilnosti temelji se na faktoru iskoristivosti n
prema Semi-Comp+.

PROVJERA SAVIJANJE 1ZVIJANJE
Prema EN 1993-1-1 ¢lanak 6.3.1.1

Unutarnja sila: okomita sila N,; = — 83.02
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72 x Ex |, 72 x 210000,0[MPa] x 1,0512 - 10~¢[m¢]

Ne = — 87,15[kN
- 2 5. 000[m]? 87, 15[kN]
vz 5,000[m]
A= 2 = = 213,13
“ 0, 23[mm) '
) 3.1
Arelz = A = s = 2,27

. [E /210000.0[Mpa]
TR T 235 0[MPa)

. 1 . 1 :
Xz = min | =m|n( > 2,1) = min(0,16,1) = 0,16
@2+ /02 — Afel‘z 3,68 + /3,68 -2 27

N o XexAxf, 0,16 x 1,9100 - 10~*[m?] x 235, 0[MPa]
PRI ML 1,00

= 70, 64[kN]

Vrsta izvijanja horizontalni pomdk
Sistemska duZina L 5,000 m
| Faktor izvijanja k 1,00

Duijina izvijanja ler 5,000 m
Kriticha Euler opterecenje | N 87,15 kN
Vitkost A 213,13

Relativha vitkost Arel 227

granicna vitkost Arelo 0,20

Krivulja izvijanja C

Nesavrsenost a 0,49

Redukcijski faktor X 0,16

Otpornost na izvijanje Nbrd |70,64 kN

Slika 4.1.2. Tablica s parametrima izvijanja [4]
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5000

o

Slika 4.1.3. Linija izvijanja [4]

b) Stap na jednome kraju upet, a na drugome slobodan

-20,76

5000

Slika 4.1.4. Stap na jednome kraju upet, a na drugome slobodan [4]

KLASIFIKACHA ZA 1ZVIJANJE

- Klasifikacija prema EN 1993-1-1 ¢lanak 5.5.2
- Klasifikacija unutarnjih i vanjskih dijelova uglova prema normi EN 1993-1-1

Biljeska: Granica klasifikacije je postavljena prema Semi-Comp+. Poprecni presjek je

klasificiran kao Klasa 2
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Biljeska: Odlucujuéi polozaj za klasifikaciju stabilnosti temelji se na faktoru iskoristivosti n

prema Semi-Comp+.

PROVJERA SAVIJANJE 1ZVIJANJE
Prema EN 1993-1-1 ¢lanak 6.3.1.1

Unutarnja sila: okomita sila N,; = — 20.76

I.\'Icr.z ==

mxExl,

72 x 210000, 0[MPa] x 1,0512 - 10-6[m?]

|2

cr.z

lre  10,000[m]

X, = —2= =
0, 23[mm]

10, 000[m]?2

= 426,25

426,25

= 4,54

/‘\rf:l.z = -
/F / 210000, 0[MPa]
T X = ™ X
V' \

Yz = min

. { 2 2
¥z + T )‘rel,z

X:x A xf, 0,04x1,9100 - 10-3[m? x 235,0[MPa]

235, 0[MPa]

= 21, 79[kN]

1

= min - e}
(11.86+\/m )

Nb.2Rd = =
b.z.Rd ~ M1

1,00

= min (0,04,1) = 0,04

= 19,67[kN]

| Vrsta izvijanja horizontalni pomak
 Sisternska duZina L 5,000 m
| Faktor izvijanja k 2,00

Duijina izvijanja ler 10,000 m
Kriticha Euler opterecenje | N 21,79 kN
Vitkost A 426,25

Relativha vitkost Arel 4,54

granicna vitkost MArelo | 0,20

Krivulja izvijanja €

Nesavrsenost a 0,49

Redukcijski faktor X 0,04

Otpornost na izvijanje Nbrd |[19,67 kN

Slika 4.1.5. Tablica s parametrima izvijanja [4]
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5000

Slika 4.1.6. Linija izvijanja [4]

¢) Stap na jednome kraju upet, a na drugome slobodno oslonjen

—-169,43

b)

5000

rbetr — — D
Slika 4.1.7. Stap na jednome kraju upet, a na drugome slobodno oslonjen [4]

KLASIFIKACHA ZA 1ZVIJANJE

- Klasifikacija prema EN 1993-1-1 ¢lanak 5.5.2

- Klasifikacija unutarnjih i vanjskih dijelova uglova prema normi EN 1993-1-1

Biljeska: Granica klasifikacije je postavljena prema Semi-Comp+. Poprecni presjek je
klasificiran kao Klasa 2
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Biljeska: Odlucujuéi polozaj za klasifikaciju stabilnosti temelji se na faktoru iskoristivosti n
prema Semi-Comp+.

PROVJERA SAVIJANJE 1ZVIJANJE
Prema EN 1993-1-1 ¢lanak 6.3.1.1

Unutarnja sila: okomita sila N,y = — 169.43

72 x Ex |, 7% x 210000,0[MPa] x 1,0512 - 10~%[m¢]

Ncrz — = 17T, kN
: 2. 3,500[m]? 86[N]
ez 3.500[m]
A= 22 = 20— 149,19
Ik 23[mm] '

, 149, 1

W . I i =1,59
= E } /21000{1. 0[MPa]

V' "7\ 235.0(MPa]

'y = Min ! 1| =min ! 1] =min(0,29,1) = 0,29
= N ey e 210+ /2,102 1,592 ] B
10-3[m2

Ny, g — e X Axfy 0,29 x1,0100 - 107*[m?] x 235,0[MPa] _ 120, 03[kN]

v M1 1,00

 Vrsta izvijanja horizontalni pomak
 Sistemska duZina L 5,000 m
 Faktor izvijanja k 0,70

Duijina izvijanja ler 3,500 m
Kriticha Euler optere¢enje | Ner 177,86 kN
Vitkost A 149,19

Relativha vitkost Arel 1,59

granicna vitkost Melo 0,20

Krivulja izvijanja o

Nesavrsenost a 0,49

Redukcijski faktor X 0,29

Otpornost na izvijanje Nbrd |129,03 kN

Slika 4.1.8. Tablica s parametrima izvijanja [4]
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(o)

Slika 4.1.9. Linija izvijanja [4]

d) Stap upet na oba kraja

s @)
o
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Slika 4.1.10. Stap upet na oba kraja [4]

KLASIFIKACHA ZA 1ZVIJANJE

- Klasifikacija prema EN 1993-1-1 ¢lanak 5.5.2
- Klasifikacija unutarnjih i vanjskih dijelova uglova prema normi EN 1993-1-1

Biljeska: Granica klasifikacije je postavljena prema Semi-Comp+. Poprecni presjek je

klasificiran kao Klasa 2

47



Biljeska: Odlucujuéi polozaj za klasifikaciju stabilnosti temelji se na faktoru iskoristivosti n
prema Semi-Comp+.
PROVJERA SAVIJANJE 1ZVIJANJE

Prema EN 1993-1-1 ¢lanak 6.3.1.1

Unutarnja sila: okomita sila N,; = — 332.08

72 x Exl, 72 x 210000,0[MPa] x 1,0512 - 10~°[m*]

Ners = - — 348, 61[kN
2. 2. 500[m]? 348, 61[kN]
ez 2.500[m]
A= =2 = 2220 _ 106,56
& 23[mm] '
106,
B — Az _ 06,56 _ 113
= E } /21000{1. 0[MPa]
V' "7\ 235.0(MPg]

, = min : 1| = min L 1] =min(0,47,1) = 0,47
= NN oy e B 1,37+4/1,372-1,132" ) B
1032

No, g — Xa X AX Ty _ 0,47 x1,9100107[m?] x 235, 0[MPa] _ po0 o

v M1 1,00

Vrsta izvijanja horizontalni pomak
 Sistemska duzina L 5,000 m
| Faktor izvijanja k 0,50

Duijina izvijanja ler 2,500 m
Kriticha Euler opterecenje | N 348,61 kN
Vitkost A 106,56

Relativha vitkost Arel 1,13

grani¢na vitkost Arelo 0,20

Krivulja izvijanja C

Nesavrsenost a 0,49

Redukcijski faktor X 0,47

Otpornost na izvijanje Nbrd |[209,21 kN

Slika 4.1.11. Tablica s parametrima izvijanja [4]
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Slika 4.1.12. Linija izvijanja [4]

5 Duljina izvijanja: L;=L=500cm
Stap zglobno ucvrscen na Vitkost: 1 =21313
oba kraja
Kriti¢na sila: Fy, =87.15kN
5 Duljina izvijanja: L;=2L=1000cm
Stap na jednome kraju upet, Vitkost: 1= 42625
a na drugome slobodan
Kriti¢na sila: Fi, = 21.79 kN
Stap na jednome kraju upet, Duljina izvijanja: L; =0.7L =350 cm
a na drugome slobodno Vitkost: A =149.19
oslonjen Kriti¢na sila: F, = 177.86 kN
Duljina izvijanja: L; =0.5L=250cm
Stap upet na oba kraja Vitkost: A =106.56
Kriti¢na sila: Fi, = 348.61 kN

Slika 4.1.18. Tablica dobivenih vrijednosti [2]
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5. USPOREDBA DOBIVENIH REZULTATA

Rezultati analiticke i numericke analize priblizno se podudaraju za oba proracuna, no
takav rezultat je i o¢ekivan. Kod proracuna u programu Scia Engineer dobivene sile su malo
veée u odnosu na analiti¢ki postupak. Sve vrijednosti prikazane su na sl. 5.1.1. 1 pripadaju¢em
grafu na sl. 5.1.3. za bolju predodzbu samih razlika.

slobodno oslonjen
L; =350cm

Kriti¢na sila:

Fyr = 169.43 kN

Analiticki . .
Scia Engineer
postupak
Stap zglobno u(“:_vrﬁéen na Vitkost: 1=1217.22 1 =213.13
oba kraja Kriticna sila: Fyy = 87.15 kN
Stap na jednome kraju
upet, a na drugome Vitkost: A= 43444 A =426.25
slobodan Kriti¢na sila: Fr = 20.76 kN Fjr = 21.79 kN
L; =1000 cm
Stap na jednome kraju
upet, a na drugome Vitkost: A =152.05 A =149.19

Fy, = 177.86 kN

Stap upet na oba kraja
L; =250cm

Vitkost:

Kriti¢na sila:

2 =108.61
Fy, = 332.08 kN

1 =106.56
Fy, = 348.61 kN

Slika 5.1.1. Tablica dobivenih vrijednosti [2]

Nasl. 5.1.2. prikazana je razlika u podatcima u slucaju izvijanja Stapa u elasticnom i plasticnom
podrucju. Jasno se vidi da je kriticna sila u plasticnom podrucju znatno veca od one u

elasti¢nom.

Stap zglobno u¢vrséen na

. Vitkost: A=217.22
oba kraja e
L; = 500 cm Kriti¢na sila: F, = 83.02 kN
Stap zglobno uclvrscen na Vitkost: 1= 8689
oba kraja o
L; = 200 cm Kriti¢na sila: Fy, = 544.70 kN

Slika 5.1.2. Tablica dobivenih vrijednosti [2]



Kriticna sila

(kN) /N ------  Analiti¢ki postupak
wt == SCIA Engineer
177.86
332.08
a4
200 ==
177.86
169.43
180
87.15
83.02 —F
“T21.79
2076 —f——========
|

Stap zglobno uévriten
na oba kraja

Stap na jednome kraju
upet, a na drugome
slobodan

gl‘ﬂp upet na
oba kraja

Stap na jednome kraju

upet, a na drugome
slobodno oslonjen

Slika 5.1.3. Graf kriticnih sila [2]

D>

Oblik pridZzanja
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6. ZAKLJUCAK

U ovom radu pokazana je parametarska analiza vitkih elemenata izloZenih centri¢nom tlacnom
opterecenju. Analiziran je utjecaj nacina pridrzanja elemenata te utjecaj razli¢itih vitkosti. U
prvom dijelu je detaljno je objasnjen analitiCki postupak izraCunavanja kriticne 1 dopustene
veli¢ine sile te pripadaju¢ih naprezanja. Takoder, analizirano je i izvijanje elementa u dva
podrucja izvijanja tj. elasticnom i plasticnom podrucju, nakon ¢ega je detaljno objasnjeno i
dimenzioniranje elemenata optere¢enih na izvijanje. Osim analitiCkim postupkom, svi primjeri
su rijeSeni i programom SCIA Engineering, nakon ¢ega su dobiveni rezultati analizirani i
usporedeni s prethodno dobivenim rezultatima u analitickom postupku. Na samom kraju su
navedeni pripadajuci zakljucci i sva koriStena literatura.

Nakon provedenog analitickog prora¢una za sva Cetiri na¢ina ucvrS¢enja Stapa, uocavamo
razli¢ite rezultate, odnosno razli¢ite vrijednosti dopuStenog naprezanja i opterecenja. Najvecu
dopustenu silu Fq,p, kao i naprezanje oq,p, ima Stap koji je upet na oba kraja. Samim time taj
Stap ima 1 najvecu nosivost. S druge strane, najmanje vrijednosti ovih dvaju parametara dobili
smo kod Stapa koji je na jednom kraju upet a na drugom slobodan. Taj Stap shodno tome ima i
najmanju nosivost.

Uocavamo da nosivost samog elementa, u ovom slucaju ¢eli€nog Stapa, dosta ovisi o nacinu
pridrzanja. Stap koji je na oba kraja upet vezan je s najvise veza pa je zbog toga i najsigurniji.
S druge strane, Stap koji na jednom kraju nije pridrzan, na tom mjestu ima najvecu ,,slobodu‘
a s time i najveéu mogucnost izvijanja. Ovisno 0 pokazanim rubnim uvjetima nosivost
elementa eksponencijalno raste.

Sve provedene analize su potvrdene i proraunom u numerickom programu SCIA Engineering.
Analiza je provedena koriStenjem jednodimenzionalnih konaénih elemenata s zadanim
poprecnim presjekom te usporedeni dobiveni rezultati.
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