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SaZetak: U ovom radu analiziran je utjecaj poprecne sile te linearne promjene temperature na
progib nosaca u korelaciji s omjerom raspona nosaca i visine njegovog poprecnog presjeka. U
prvom dijelu rada detaljno je objaSnjen analiti¢ki postupak definiranja elasti¢ne linije nosaca, te
proracun progiba i kuta zaokreta tangente na elasti¢nu liniju u Zeljenom presjeku. S obzirom na
kasnije odabrane numericke primjere objasnjena je metoda pocetnih parametara. Primjena
analitickog postupka je pokazana na numerickim primjerima. Osim analitickim postupkom svi
primjeri su rijeSeni numericki programom SCIA Engineering postavljajuéi linearno elasticno
ponasanje materijala bez ukljuenja materijalne nelinearnosti. I analitickim 1 numerickim
postupkom provedena je parametarska analiza utjecaja poprecne sile i linearne promjene
temperature po visini poprecnog presjeka nosaca. Na kraju je pokazana usporedba dobivenih
rezultata te zakljucci navedene parametarske analize.

The Impact of Shear Force and Linear Temperature Variation Along the
Height of the Beam on Deflection Depending on the Cross-Section Height

Abstract: In this paper, the influence of shear force and linear temperature variation on the
deflection of a beam is analysed in correlation with the ratio of the beam's length to the height of
its cross-section. The first part of the paper provides a detailed explanation of the analytical
procedure for defining the elastic line of the beam, as well as the calculation of deflection and the
angle of rotation of the tangent to the elastic on the given cross-section. The method of initial
parameters is explained in regard to the later chosen numerical examples. The application of the
analytical procedure is demonstrated on numerical examples. In addition to the analytical
procedure, all examples were also solved numerically using the SCIA Engineering software,
assuming linear elastic material behaviour without the inclusion of material nonlinearity. Both
analytical and numerical procedures were used to conduct a parametric analysis of the influence
of transverse force and linear temperature change across the height of the beam's cross-section.
Finally, a comparison of the calculated results and the conclusions of the parametric analysis are
presented.
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1. UvOD

Ovaj rad analizirao je utjecaj poprecne sile i linearne promjene temperature na ukupan progib

nosaca, u ovisnosti o korelaciji visine poprecnog presjeka i raspona nosaca.

Obje metode su su pokazane na numeri¢kim primjerima, variraju¢i visinu popre¢nog presjeka, pri
y . . .. y Dy . h s . .
¢emu je fokus bio odnos visine poprecnog presjeka i duljine nosaca (Z)' KoriSteni poprecni presjeci

bili su Celi¢ni ,,I* poprecni presjeci s razlicitim visinama, kako bi se detaljno ispitao utjecaj

geometrijskih varijacija.

Analiticka metoda provela se metodom pocetnih parametara, koja omogucava pretvaranje
problema grani¢nih uvjeta u problem pocetnih uvjeta, ¢ime se olakSava numericko rjeSavanje
diferencijalnih jednacina koje opisuju progib nosaca. S druge strane, numericki postupak je
proveden u racunalnom programu SCIA Engineer, koji se temelji na metodi konacnih elemenata
(MKE). Ova metoda omogucava detaljnu i preciznu analizu sloZenih konstrukcijskih problema
diskretizacijom elemenata na manje ,konacne elemente®, koje racunalo moze analizirati 1
primjeniti na cijeli element. U numeric¢koj analizi ukljuceno je linearno elasticno ponasanje
materijala bez ukljuCenja materijalne nelinearnosti. Dobiveni rezultati analitickim 1 numerickim
proracunom su usporedeni, a s obzirom a je u numerickom dijelu uklju¢eno samo linearno
elasticno ponaSanje materijala vidljivo je ocekivano dobro slaganje rezultata. Osim toga,
provedene su parametarske analize i to:

e utjecaj poprecne sile na ukupni progib nosaca, u ovisnosti o odnosu visine poprecnog
D .
presjeka i duljine nosaca (Z)

e utjecaj linearne promjene temperature po visini nosaca u prethodno spomenutoj korelaciji
visine poprecnog presjeka i duljine nosaca.

Kako su sve navedene analize provedene i analitickim i numeri¢kim postupkom u nastavku ¢e se

1zloziti detaljno analiticki postupak odredivanja elasti¢ne linije nosaca izloZenog ravnom savijanju

te izraCunavanja progiba i1 kuta zaokreta tangente na elasti¢nu liniju u Zeljenom presjeku. Potom

¢e se u drugom dijelu rada pokazati primijenjeni numeric¢ki postupak proveden raunalnim

programom SCIA Engineering te izloziti postavke i pretpostavke proracuna.



2. DEFORMACIJA RAVNOG STAPA

Analizom stanja naprezanja ravnog Stapa pri utjecaju savijanja i djelovanja sila definiran je uvjet
¢vrstoce prema kojem maksimalna naprezanja unutar Stapa ne smiju biti ve¢a od definiranih
dopustenih naprezanja.

No osim uvjeta ¢vrstoce, potrebno je ispuniti i uvjet krutosti prema kojem su zadane maksimalne
vrijednosti deformacija Stapa preko kojih se ne smije prelaziti. Iz tog razloga potrebno je napraviti
analizu stanja deformacija u Stapu i odrediti postupke odredivanja deformacija nosac¢a pod
utjecajem vanjskog opterecenja.

Uz navedeno, iz uvjeta kompatibilnosti deformacija dobiva se potreban broj dopunskih jednadzbi

za proracun staticki neodredenih nosaca [1].

Deformacija ravnog Stapa pri savijanju

Kako bi definirali deformaciju Stapa pri savijanju, uzet ¢e se primjer jednostavnog savijanja

jednostrano upetog Stapa (Slika 2.1).

YV ‘z.w

0

Slika 2.1. Deformacija stapa pri savijanju [1]

Pod opterecenjem koje djeluje u ravnini xz os Stapa se savija te se njegova uzduzna os (teziSna os
nosaca) nalazi u svom deformiranom (savijenom) obliku. Ta linija naziva se elasti¢na linija nosaca

ili progibna linija nosaca [2].



Pripadaju¢e komponente pomaka tezista presjeka u smjeru koordinatnih osi X, y, zsuu, v, w.

U vedini slucajeva najbitnija komponenta deformacije je pomak w, odnosno progib nosaca. Na
primjeru (2.2.1.) to predstavlja udaljenost okomitu na nedeformiranu os Stapa do elasti¢ne linije.
Progib nije jednak u svim tockama vec¢ ovisi o zadanome presjeku.

Kut zaokreta presjeka u odnosu na nedeformiranu os Stapa naziva se kut zaokreta presjeka i
oznacava se s Q.

Iz navedenog, potpuno stanje deformacije pri savijanju ravnog Stapa odredeno je s kutem zaokreta
presjeka ¢(x) te progibom w(X).

Iz geometrijske povezanosti progiba i kuta zaokreta presjeka proizlazi:

dw
tgp = ax (1)

Zbog malog odnosa progiba i raspona, u podrucju elasticnih deformacija, kut zaokreta presjeka
veoma je malen (manji od 1°). Zbog toga se jednostavno moze postaviti da je tg ¢ = ¢. Zbog toga
se s adekvatnom toc¢nosti dobiva da je kut zaokreta u odredenom presjeku ¢ (x) jednak derivaciji

progiba w(X) po apscisi presjeka:

d
o) = 2 @

Zbog navedenog proizlazi kako se odredivanje deformacije nosaca svodi na odredivanje elasticne
linije nosaca w(x) [1].

Elasti¢na linija nosaca, odnosno deformirana uzduzna os $tapa koja se moze razmatrati kao graf
neke funkcije koja je odredena odredenim karakteristikama poput opterecenja, dimenzije 1

materijala, moze se odrediti na tri nacina: analiticki, grafoanaliticki i graficki nacin.



3. DIFERENCIJALNA JEDNADZBA ELASTICNE LINIJE NOSACA

Elasti¢na linija nosaca je uzduzna os nosaca u deformiranom stanju. Moze se promatrati kao graf
funkcije koja je odredena karakteristikama poput vrste opterecenja, dimenzija nosaca, Vrsti
materijala od kojih je napravljen, izlozenosti promjeni temperature i sl. U opéem slucaju savijanja
kojeg promatramo na ovoj razini je da je na nosa¢ (Stap) izloZen djelovanju momenta savijanja i
poprecne sile u ravnini glavni osi [1].

Medutim, u sluc¢aju male visine nosac¢a u odnosu na njegov raspon (h/L < 1/10), tada je utjecaj
poprecne sile na deformaciju malen, te ga se moze zanemariti [2]. U tom slu¢aju, s dovoljnom
to¢no$¢u mozemo reé¢i da zakrivljenost elasticne linije ovisi isklju¢ivo o veli¢ini momenta
savijanja M; i savojne krutosti E - I,. Dakle, spomenuta funkcija predstavlja ordinate elasti¢ne
linije ¢iji je argument apscisa teZista proizvoljnoga popre¢noga presjeka nosaca, odnosno W= w(X).
Za slucaj Cistog savijanja mozemo odrediti tu funkciju jer znamo zakrivljenost nosaca koja glasi:

1 M,
p E-l,

(3)

gdje oznaka E predstavlja Youngov modul elasticnosti odredenog materijala, a I, oznacava
moment tromosti oko osi z.

Matematicki poznat izraz za zakrivljenost krivulje:

1 WII
—=t——— 4)
P (1+w2)s
Ako uvrstimo izraze (3) i (4) dobijemo:
WII MZ
2 = iE -1 (5)
(1+w'?)3 z

Izraz (5) predstavlja nelinearnu diferencijalnu jednadzbu — diferencijalna jednadzba za velike
progibe.
Medutim ako se ograni¢imo na djelovanja s malim progibima, tada je w'? < 1 §to se moze
zanemariti. Ako zanemarimo spomenuti izraz iz (5) tada dobijemo pojednostavljenu jednadzbu,
odnosno linearnu diferencijalnu jednadzbu — diferencijalnu jednadZbu za male progibe [2]:

d?w M

o 22y 6
VT axr T TE L (6)

Bitno je naglasiti kako za diferencijalne jedndadZbe elasticne linije nosafa vrijedi princip

superpozicije [2]. Dakle ukupan progib i kut zaokreta mogu se dobiti zbrajanjem rezultata rjeSenja

4



vise jednadzbi s razli¢itim opterecenjima. Pri tome koristimo ve¢ poznate diferencijalne veze kod

savijanja:
p o4
dx
dT d*M
1= % &
te nove diferencijalne veze kod savijanja [2] :
dw ,
Q= Frl
M d*w .,
E-1, dxz "

Dakle, diferencijalne zavisnosti pri savijanju (kada je E - I, # konst.) glase:

==
M=—-E-L,-w"

T=—E-1,-w")
q=—(E-I,-w")"

4

Q w

Te kada je E - I, = konst. :
==

M=—E-I-w"

!

%

T=-E-I,-w"
q=E-L,-w""

(7)

(8)

%)

(10)

(11)

(12)
(13)
(14)

(15)
(16)
(7)
(18)

U ovom radu obradit ¢e se analiticka i grafoanaliticka metoda proracuna elasti¢ne linije nosaca.



3.2. Analiticka metoda odredivanja elasti¢ne linije konstantnog presjeka

Analiticki postupak odredivanja elasti¢ne linije sastoji se od uzastopnog integriranja diferencijalne

jednadzbe elasti¢ne linije:

d*w _ M,(x) . 1
dx?  E-I, (19
w _ ! 20
il (20)

w (21)

Pri tome treba definirati funkciju momenta savijanja te postaviti odgovarajuce rubne uvjete [2].

Prvom integracijom jednadZbe elasti¢ne linije dobiva se izraz za kut zaokreta ¢ (x):

dw j‘ M, (x)

(p(x)zaz— E-Izdx+C (22)

Ponovnom integracijom dobiva se izraz za progib w(x):

w(x) = — f dxf AZ,Z_(Z) dx+ Cx+ D (23)

Integracijom diferencijalne jednadzbe dobivaju se konstante integracije C i D te ih rjeSavamo iz
postavljenih rubnih uvjeta. Ovisno o nacinu pridrzanja nosac¢a postavljeni su rubni uvjeti. Za svaki
nosa¢ mozemo iskoristiti potreban broj uvjeta za rjeSavanje jednadzbe Koji se izrazavaju
geometrijskim veli¢inama progiba (w) i kutom zaokreta (¢). Zbog toga se takvi uvjeti i nazivaju
geometrijskim uvjetima.
U slucajevima gdje je Stap upet na kraju znamo da su progib 1 kut zaokreta u tim presjecima jednaki
nuli:

w(0) =0, ¢(0)=0 (24)
Za slucajeve gdje je nosac zglobno oslonjen na krajevima znamo da su vertikalni progibi na
osloncima jednaki nuli:

w(0)=0, w()=0 (25)



U slu¢ajevima gdje ne mozemo odrediti progib (w) ni kut zaokreta (¢) (poput slobodnog kraja
Stapa) moramo postaviti rubne uvjete za moment M; i popre¢nu silu Ty [1]. Ovi rubni uvjeti iz tog

razloga nazivaju se stati¢ki uvjeti. Tako za slobodni kraj rubni uvjeti glase:

Mz(l) =0, Tx(l) =0 (26)

Primjenom izraza (24) i izraza (11, odnosno 15) dobijemo:

w'@ =0, w'l)=0 27)

U odredenim uvjetima (poput zglobno oslonjenog nosaca na krajevima) mozemo koristiti 1
geometrijske 1 statiCke rubne uvjete. Za ovaj konkretan slu¢aj znamo da su i progibi i momenti

savijanja u krajnjim presjecima jednaki nuli:

w =0, My(0)=0 (28)
w(l) =0, M,()=0 (29)

Ponovno, primjenom izraza (28) u (11, odnosno 15) dobijemo:

w(0) =0, w"(0) =0 (30)
w() =0, w’'()=0 (31)

Ovakvi rubni uvjeti nazivaju se mijeSani uvjeti. Ovakve slucajeve, gdje su u promatranim

presjecima na krajevima Stapa oba rubna uvjeta jednaka nula, nazivamo homogenim uvjetima.

U slu¢ajevima gdje Mz(x) nije neprekidna funkcija, diferencijalna jednadzba treba se rastaviti po
dijelovima nosaca gdje je Mz(x) neprekidna funkcija. Kako je elasticna linija glatka i neprekidna
funkcija, na krajevima rastavljenih djelova nosaca vrijedi uvjet kontinuiteta elasti¢ne linije koji
nam govori da su progibi i nagibi lijevo i desno od promatranog presjeka jednaki (slika 3.2.1.) [1]:
Zax = a; w(a); = w(a)g (32)

p(a); = ¢(a)q (33)
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Slika 3.2.1. Uvjet kontinuiteta elasticne linije nosaca [1]

U slucajevima gdje je zadano optere¢enje nosaca q(x), jednadzbu elasti¢ne linije nosa¢a mozemo
dobiti uzastopnim integriranjem zadnje od jednadzbi (11 ili 15, ovisno je li E - I, = konst.).

Integracijom dobivamo [1]:
4

w

E-l, o= q(x) (34)
d3w
d*w

E- Izﬁ = f dxf q(x)dx + C;x + C, (36)
dw 1

E-IZ% = fdxfdxf q(x)dx +EC1x2 + Cyx + Cy (37)

1 1
E-IZW=j-dxfdxfdqu(x)dx+661x3+EC2x2+C3x+C4 (38)

Konstante integracije C1, C2, C3 i Cs odredujemo iz rubnih uvjeta, za koje smo naveli da ovise ne

samo o nacinu uc¢vrséenja na krajevima vec ovise 1 0 vrsti opterecenja koje djeluje na nosac [1].



3.3. Grafoanaliticka metoda odredivanja deformacija nosaca

Cesto se dogodi da nosa¢ nosa¢ ima promjenjivu savojnu krutost po duZini, $to podrazumijeva ili
promjenu oblika popre¢nog presjeka ili promjenu materijala ili i jednog i drugog. U takvim
slu¢ajevima postupak neposredne integracije koji koristimo u analiti¢koj metodi odredivanja
jednadzbe elasti¢ne linije postaje prilicno kompliciran. Medutim, ¢esto nam za praksu nije
potrebno znati cjelokupnu jednadzbu elasti¢ne linije nosaca ve¢ samo iznose progiba i kuta
zaokreta u odredenim presjecima nosaca kako bi napravili provjeru uvjeta krutosti [1].

U takvim sluc¢ajevima mnogo je jednostavnije koristiti grafoanaliticku metodu pomocéu koje
mozemo na jednostavniji nacin odrediti progibe i kutove zaokreta u odredenim presjecima bez
potrebe za odredivanjem potpune jednadzbe elasti¢ne linije.

Grafoanaliticka metoda temelji se na matematickoj vezi izmedu diferencijalne jednadzZbe elasti¢ne

linijje nosaca (39) i diferencijalne jednadzbe koja povezuje moment savijanja i intenzitet

opterecenja (40):
d*w
E - Iy W = —MZ (39)
d*M, _ (40)
dx? a

Za potrebe rjeSavanja problema grafoanalitiCkom metodom, potrebno je odrediti fiktivni nosac.
Fiktivni nosa¢ iste je duzine kao i stvarni nosac, istog stupnja staticke odredenosti, ima jednaku
krutost kao 1 stvarni nosac¢, no opterecen je fiktivnim optereenjem koje je zadano momentnim
dijagramom na stvarnom nosacéu (g = M,) [2].

Na taj nacin vrlo jednostavno se moze prikazati veza izmedu fiktivnog momenta savijanja i

fiktivnog opterecenja na fiktivnom nosacu sli¢no jednadzbi (40):

d*m _

dx2 =—q (41)
Ili pomoc¢u momenta na stvarnom nosacu:

d*m

Tz = -M, (42)



Dakle, kada usporedimo jednadzbe (39) i (41) dobijemo izraz:

/ d?w B d*M 13
Z dx?2  dx2 (43)
Odnosno:

E-LLw=M (44)

Na ovaj nac¢in Smo zamijenili stvarni moment savijanja s drugom derivacijom fiktivnog momenta
savijanja fiktivnhog nosaca. Problem se dalje rjeSava integracijom dobivene jednadZzbe. Prvom
derivacijom dobije se:

£l dw dM

= 4
? dx dx+C (45)

: . o dM o y .
Kada se uvedu diferencijalne veze momenta savijanja (E = T), dobiveni izraz moZe se zapisati u

sljede¢em obliku:

Y _Fic 46
Drugom integracijom dobije se:
E-,w=M+Cx+D (47)

Ako je fiktivni nosa¢ uévriéen tako da je T = 0, odnosno M = 0 u onim presjecima gdje je w’=0
odnosno w=0 , tada ¢e konstante C i D biti jednake 0 [2].

U takvom slucaju dobijemo izraze za kut zaokreta (¢) i progib (w) koji glase:

dw T

YT ax TE, (48)
M

W=E-Iy (49)

Za sve ostale slucajeve, odredujemo konstante C i D tako da definiramo uvjete oslanjanja na
fiktivnom nosacu na osnovi rubnih uvjeta stvarnog nosaca. Stvarni nosac i njegov fiktivni nosac
nazivaju se konjugirani nosaci [1]. Stati¢ki odredenom stvarnom nosacu pripada jedan staticki

odreden fiktivni nosac. Naslici (3.3.1) prikazano je nekoliko karakteristicnih konjugiranih nosaca:
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o
Stvarni nosad a Stvarni nosac

e - Aw-0 ' we0
weo i wg " Ag-o , $+0
¥-0 i Fiktivni nosa¢  P+0 | ; Fiktivni nosaé [é

4 A 74
M=-0 M=-0 M-0 =0
T+0 T«0 T-0 T-0
Stvarni nosac

I

w=0 77

:9"0 iw=0 w=01 . H .
B P=0 ®-0; : : : -
% ' 1 ’ 1 ) |
a \ Fiktivni nosac ‘ [: .'~_0 | Fiktivni nosaé | E
pa . — / —_ I 11._ C
Am-0  m-o0 A=0 n-g' 0 oo M-0 M-0f/

T=0 T+0 T#0 T=0b- W0 T=-0 Te=OF

RPN \SANNASANY

w=0 w0 "B ) @ TWFO
P-0 ﬂ-:lgl‘-ﬂ @a@eo 7~ Vor <0 W - ' 1"9%"0 7 |w:0
! 1 P=0  P=0 i 1p-0
! }  Fiktivni nosa¢ "{ E B
M-0 w@» 1 @ M-0 M=0 7_,@7
-0 I ,. T=0 T=0 Z 7 g
M=0 M-0 M=0 M=-0
Ti~Tg"0 T, #T4*0 T,»Tg0 T«0

Slika 3.3.1. Karakteristicni konjugirani nosaci [1]
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3.4. Utjecaj poprecne sile na progib nosaca

Kao sto je napomenuto na pocetku rada, diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije nosaca odreduje
se iskljuCivo za Cisto savijanje. Medutim, kada je odnos visine nosaca (h) 1 raspona nosaca (L)
velik (h/L > 1/10), tada se javlja i utjecaj popre¢ne sile na progib koji se ne moze zanemariti.
Ovakvi nosaci nazivaju se jo$ i kratke grede ili visoke grede. S metodama otpornosti materijala
nije moguce dobiti tocno rjeSenje ve¢ se odreduje priblizno rjesenje. To se dogada jer je raspodjela
posmicénih naprezanja po presjeku od poprecne sile nejednolika pa zbog toga poprec¢ni presjeci ne
ostaju ravni ve¢ dolazi do klizanja susjednih presjeka (jo$ se naziva i deplanacija presjeka). Bitno
je naglasiti kako je kut nagiba tangente na elasti¢nu liniju izazvan smicanjem u svakom popre¢nom
presjeku jednak kutu klizanja teziSta toga presjeka [2]. Na slici (3.4.1) progib zbog smicanja

Oznacen je s Wy:

Slika 3.4.1. Progib nosaca uslijed zbog poprecne sile [1]

Izraz za kut smicanja u teziStu popre¢nog presjeka glasi:

— (sz)z=0 — Tz Sy
Yo =T T LG

(50)

Gdje je ,,Sy* maksimalni staticki moment povrSine poprecnog presjeka, a ,,b* Sirina presjeka na

neutralnoj osi. Tako ¢e kut nagiba tangente elasti¢ne linije u odgovaraju¢em presjeku zbog

smicanja biti:
dw; _ T, S, _ S, AT, 1)
dx I,bG I,bGA
Ako ozna¢imo:
k' = Sy 4 52
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Dobijemo:

aw; T, 53
dx ~ GA (53)

Gdje je ,,T;“ poprecna sila u presjeku x, ,,G* modul posmika, a ,,A* povrSina poprecnog presjeka.

U ovom slucaju, k' predstavlja bezdimenzionalni koeficijent koji ovisi o obliku popre¢nog
presjeka. Npr. uvrStavanjem pripadajucih izraza za k' dobije se da je on u pravokutnom presjeku
1.5, a u kruznom 1.33 [1].

Dakle, ako opterecenje imamo zadano izrazom @, nakon deriviranja diferencijalna jednadzba

progiba uslijed djelovanja poprecne sile glasi:

d?w, q
Wi = dx? K G-A S
Izraz za ukupan progib nosaca, kod kojeg zbog njegove geometrije ukljucujemo i utjecaj poprecne
sila, glasi:
wr=w_ M a (55)
dx? E-I, G-A
gdje Ein predstavlja progib od savijanja, a k' % predstavlja progib od popreéne sile.
Primjenom grafoanaliti¢ke metode ovaj izraz moZemo napisati u obliku:
dw_ 1 _<M+q_k’-E-Iz> (56)
dx? E-l, G-A

i ::Z predstavlja intenzitet fiktivnog optereéenja q [2].

gdjeizraz M +q -
Racunanjem utjecaja poprecne sile na progib na nekom nosacu konstantne krutosti primjecuje se
razlika u ovisnosti omjera visine popre¢nog presjeka nosaca i njegove duljine (h/L). Odredeno je,
kako se povecava odnos h/L, tada se znatno i povecava utjecaj poprecne sile na progib [1].

U analizi numeri¢kog primjera pokazanom u nastavku prikazan je upravo utjecaj popreéne sile na

progib nosaca u odnosu na promjenu visine poprecnog presjeka.
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4. Utjecaj promjene temperature na deformaciju nosaca

Kako se u ovom radu analizira i utjecaj promjene temperature po visino poprecnog presjeka nosaca
na njegovu deformaciju, u ovom dijelu ¢e se izloziti analiticki postupak za izraCunavanje tog
utjecaja.

Promjena temperature moze utjecati na nosa¢ na razliCite nacine. Pri jednolikom porastu
temperature na staticki odredenom nosacu on se jednoliko produljuje te nema naprezanja jer je
oslonjen tako da se moze slobodno produljiti (slika 4.0.1). Jednadzba za jednoliko produljenje

glasi:

Al = a, L AT (57)

gdje a; predstavlja koeficijent linearnog toplinskog Sirenja materijala, ! duljinu samoga nosaca te

AT promjenu temperature po cijeloj visini nosaca.

I

L
" AL

Slika 4.0.1. Jednoliko produljenje pod utjecajem temperature [2]

Medutim, kada je promjena temperature razlic¢ita po visini presjeka nosaca dolazi zapravo do
njegovog savijanja u promatranoj ravnini. Za primjer ¢e se pretpostaviti Stap pocetne temperature
To kojem se na gornjoj povrsini temperatura promijenila za T1, a na donjoj za T2 (T2 > Ty). Po

visini se temperatura mijenja po linearnom zakonu (slika 4.0.2) [1]:
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Slika 4.0.2. Nejednoliko zagrijavanje nosaca [1]

Kako je objasnjeno prvom jednadzbom (57), svaka razlika u promjeni temperature izaziva
promjenu duljine nosaca. U ovakvom slucaju, zbog razlike u promjeni temperature na gornjoj 1
donjoj povrsini, dolazi do zakrivljenosti osi Stapa i pojave progiba.

Promatrajuéi element na slici (4.0.1), produljenja vlakana na gornjem i donjem dijelu nosaca glase:

a; (Ty — To)dx (58)
a; (T, — To)dx (59)
Zbog pretpostavke da je T > Ty, presjeci promatranog nosac¢a okreéu se jedan prema drugome za

kut do. Iz geometrije mozemo dobiti iznos kuta:

h dgﬂ = at (TZ - To)dx - at (Tl - To)dx (60)
odnosno:

dp a; (T, — T1)
dx h (61)

Veli¢ina Z—f predstavlja zakrivljenost elasti¢ne linije, pa slicno kao u predhodnim poglavljima vrlo

jednostavno mozemo odrediti diferencijalnu jednadzbu elasti¢ne linije:

d*w a; (T, — Ty)
dx2 ~  h (62)

Dalje se rjesavanje dobivanja kuta zaokreta i progiba rjesava jednako kao i kod jednadzbe elasticne

-~ . . a(Tp=T N
linije, gdje veli¢ina % odgovara veli¢ini PR
z

U slucaju gdje T1 i T2 nisu funkcije od x, niti su jednaki, integriranjem prethodne jednadzbe

dobijemo:
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dw a, (T, — Ty)
P —Tx +C (63)

te:

_ % (T, —T1)
B 2h

Gdje su C i D konstante integracije koje dobivamo uvrStavanjem rubnih uvjeta.

x*4+Cx+D (64)

Bitno je napomenuti kako progib i optereé¢enja u nosacu ovise o na¢inu pridrzanja nosa¢a. Tako
za nosac koji je upet na oba kraja (slika 4.0.3) ne dolazi do progiba ve¢ se u nosacu na krajnjim
presjecima pojavljuju momenti savijanja koji kompenziraju zakrivljenost koja bi inace bila
uzrokovana razlikom temperature AT = T, — T; koja se mogu odrediti iz sljede¢ih odnosa:

1 (T, —Ty) M

p n E-l (65)
a iz toga:
M a; (T, — Ty)
j—\ T2>T1 T1 ]
]
]
h /A__________________E xhrL
-]
I\ Z
' T2
L
z
w
v

Slika 4.0.3. Momenti savijanja uzrokovani promjenom temperature kod obostrano upetog nosaca
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5. Numericki primjer

Zadatak: Potrebno je analizirati utjecaj poprecne sile i promjene temperature po visini poprec¢nog
presjeka nosaca na deformaciju ovisno o omjeru visine i raspona nosaca. U prvom dijelu je
potrebno detaljno objasniti analiti¢ki postupak definiranja diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije,
izraCunavanja progiba i kuta zaokreta tangente na elasti¢nu liniju u Zeljenom presjeku i to bez i sa
uklju¢enjem utjecaja poprecne sile. Potom izloziti postupak izraCunavanja deformacija uslijed
djelovanja promjene temperature po visini nosaca. Prikazane postupke primijeniti na zadanim
primjerima, koje je potrebno analizirati i numericki, raCunalnim programom, te usporediti

dobivene rezultate

5.1. Analiti¢ki postupak odredivanja progiba

Primjena prethodno objasnjenog analitickog postupka za odredivanja diferencijalne jednadzbe
elasti¢ne linije te progiba i kuta zaokreta tangente na elasti¢nu linije ¢e se pokazati na primjeru u
nastavku. S obzirom na zadano opterecenje primijenit ¢e se Metoda pocetnih parametara.(Slika

5.0.1.)

[mm]

5m im

Slika 5.1.1 Dimenzije zadanog nosaca i geometrija poprecnog presjeka [5]

Nosac je izlozen zadanim raspodijeljenim optereCenjima q1,02, te koncentriranom silom P (slika
5.1.2). Na osnovi zadanih optere¢enja u daljnjim proracunima ¢e se analizirati deformacijska linija
nosaca uslijed zadanih opterecenja i to s obzirom na karakter opterecenja primijenit ¢e se Metoda
pocetnih parametara. Potom ¢e se taj isti nosac izloziti promjeni temperature koja se linearno

mijenja po visini popre¢nog presjeka (Slika 5.1.3).
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Navedene analize Ce se provesti najprije za nosa¢ kod kojeg je omjer visine poprecnog presjeka i
raspona manji od 1/10, kako je u navedenom primjeru zadano, a potom ¢e se taj odnos povecavati
iznad te granice te ukljuciti i utjecaj poprecne sile na ukupni progib i pokazati koliki je taj utjecaj
proracunat prema u u vodu objasnjenom analitiCkom postupku. Treba napomenuti da se u ovom

dijelu koristi priblizna metoda otpornosti materijala odnosno definira se bezdimenzionalni

koeficijent k.
P=100kN
q2=11 kN/m'
L Ll DUl sk
- . ===
5m m

Slika 5.1.2 Zadano opterecéenje, raspodijeljene sile ql i g2 te koncentrirana sila P [5]

{ -20 °C

+20 °C

Slika 5.1.2 Zadano temperaturno opterecenje, gornji dio nosaca T=-20°C, donji dio nosaca
T=+20°C
Jasno, prvi korak je staticki rijesiti zadani sustav 1 definirati unutarnje sile koje se javljaju na

nosacu, konkretno Moment savijanja i Poprecna sila.
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Kako bi odredili moment savijanja i poprec¢nu silu potrebno je prvo odrediti reakcije na

lezajevima (Ra i Rg).

Reakcija Rs moze se izracunati preko sume momenta na lezaju A:

M, =0

0=P-25+q1-6-3+¢2-1-55—Ry-5
Rp = 90,9 kN

Dokn se reakcija Ra moze izracunati preko sume vertikalnih sila:

V=0

0=P+ql-6+q2-1—Rz—R,
R, = 68,1 kN

Na Slici 5.1.3. su prikazani pripadajuci dijagrami:

9,5 kN
m//v»i__
S A
Ra= 68,10 kN 145,25 kN Rb=90,90 kN
6810 N 48,10 kN o
T V77
- 7
51.90kN 71,90 kN

Slika 5.1.3. Momenti savijanja, poprecna sila i reakcije zadanog sustava [5]

(67)

(68)
(69)

(70)

(7D
(72)
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5.2. Analiti¢ki proracun progiba uzrokovanog samo zadanim vanjskim
opterecenjem (P i Q)

Kao $to je navedeno u uvodu, primijenit ¢e se Metoda pocetnih parametara te ¢e se odvojeno
proracunati progib uzrokovan momentom savijanja te progib uzrokovan popre¢nom silom kako bi

se zornije prikazao ukupan utjecaj popreéne sile.
Geometrijske karakteristike poprecnih presjeka

Kao §to je navedeno, u nastavku rada bit ¢e prikazan utjecaj poprecne sile na deformaciju nosaca
u ovisnosti 0 omjeru visine popreénog presjeka i duljine zadanog nosaca (h/L). Kako bi se mogla
prikazati ta ovisnost, zadanom nosacu varirat ¢e se dimenzije poprecnog presjeka, odnosno uzimat
¢e se razliciti omjeri h/L, konkretno Cetiri omjera: % = %,% = %,% = % te % = %

Za potrebe analitickog proracuna, potrebno je proracunati sljedeée geometrijske karakteristike
poprecnog presjeka: A4, E,1,,S,,G.

A" predstavlja povrsinu popre¢nog presjeka, ,,E“ Youngov modul elasti¢nosti materijala (&elik),
"I," osni moment tromosti popre¢nog presjeka oko osi z, 'S, staticki moment povrsine U odnosu

na os z, te ,,G* modul posmika materijala.

Prora¢un navedenih geometrijskih karakteristika pokazat ¢e se na zadanom poprec¢nom presjeku

(slika 5.2.1) ¢iji je omjer visine i duljine zadanog nosaca % = % odnosno presjek je visine h =

400 (mm):
[mm] Ay

| 300 !
| |

# ]
20
400 el 15 Zs
f

% 7
20

Slika 5.2.1. Poprecni presjek celicnog ,, 1" nosaca, h=400 (mm)[5]
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Uzet ¢e se Youngov modul elasti¢nosti ¢elika:

kN
E=21"-10*— 7
’ Ocm2 (73)

Modul posmika celika dobije se preko odnosa modula elasti¢nosti (E) te Poissonovog koeficijenta
(v) sljede¢om jednadzbom:

E 21000 kN
7 — (74)

= = = 7
G 21+v) 2(1+0.3) 80 cm?

Povrsina popre¢nog presjeka:

A=2-(2-30)+(36-1,5) = 174 cm? (75)

Osni moment tromosti dobit ¢e se zbrajanjem osnih momenata tromosti hrbata 1 pojasnice (ne

zaboravljaju¢i na Steinerov stavak za hrbat) (slika 5.2.2):

I, =2 (b'h3 +4 2>+<b'h3> (76)
—7. iasnica " 4
z 12 pojasnica pojasmica 12 hrbat

b . h3 2 b ' h3
I, =2 12 o + Apojasnica (201" |+ 12 77)

pojasnica hrbat

30 - 23 1,5-363
I,=2- ( 5 T (0-2)-(20- 1)2> + <T> 79
I, = 49192 cm* (79)

a — udaljenost teziSta pojasnice do teZiSta poprecnog presjeka

Stati¢ki moment povrsine (slika 5.2.2):

Ah bat
S, = Apojasnica ra+ % b (80)
1,5 - 36
S,=(@30-2)-(19) + T 9 (81)
S, =1383 cm?3 (82)

b — udaljenost teZiSta polovice hrpta do teZiSta poprecnog presjeka
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20 —

Slika 5.2.2 Proracun geometrijskih karakteristika ,,1* nosaca, h=400 (mm)[5]

Na jednak nacin dobit ¢e se i geometrijske karakteristike za ostale poprecne presjeke. U tablici 1
prikazana su ostala tri poprecna presjeka pomocu kojih ¢e se prikazati utjecaj promjene visine na
utjecaj poprecne sile u deformaciji nosaca.

Promjena isklju¢ivo visine popre¢nog presjeka dovodi do promjene savojne krutosti nosaca
odnosno povrsine popre¢nog presjeka, momenta tromosti te statickog momenta povrsine, dok
materijal ostaje isti §to znac¢i da su modul posmika i modul elasti¢nosti jednaki u svim analiziranim
primjerima.

Analizirani poprecni presjeci su prikazani u tablici 1, a pripadajuc¢e geometrijske karakteristike u

tablici 2.
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Tablica 1: Prikaz zadanih celicnih ,, 1" presjeka

Zadani c¢eli¢ni ,,I* popreéni presjeci
h/L = 1/10, h = 600 mm h/L = 1/7,5, h = 800 mm h/L = 1/5, h = 1200 mm
x Ay X
‘ 300 i | : 300 i | i— P —i i
F g 7 ] = LA i A J
20 f o0 20
600 —=fr=—15 Z.
800 o5 2
t
Z ]
20! 1200 === 2o
i
% 2
20
i
L A
20 —{

Nakon provedenih proracuna dobivene su sljede¢e geometrijske karakteristike prikazanih
popre¢nih presjeka (tablica 2):
KoriSteni su 1 poprecni presjeci sa znacajnom visinom, ali bez ukljucenja lokalnog gubitka

stabilnosti.
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Tablica 2: prikaz geometrijskih karakteristika zadanih poprecnih presjeka

popreenl - p KN G B aemd) | hem® | Syem)
presjek cm? cm?
(h=400mm) | 2,1-10* 8077 174 49192 1383
(h=600mm) | 2,1-10* 8077 204 122912 2328
(h=800mm) | 2,1-10* 8077 234 237432 3423
(h=1200mm) | 2,1-10* 8077 294 612872 6063

Progib uzrokovan momentom savijanja

Kao i u prethodnom dijelu, prora¢un progiba uzrokovan momentom savijanja provest ¢e se na

poprecnom presjeku (slika 5.2.1) ¢iji je omjer visine i1 duljine zadanog nosaca % = %, odnosno

presjek je visine h = 400 (mm). Iza toga ¢e se na istom popre¢nom presjeku provesti i proraéun

progiba uzrokovanog popre¢nom silom.

Kako bi se odredio progib uzrokovan momentom savijanja potrebno je krenuti od jednadzbe

elasti¢ne linije:
d’w M, (x)
dx?2 E-l,

Prebacivanjem ¢lana E - I, na drugu stranu jednadzbe dobije se:
2

Bl e

= _Mz(x)

Prvom integracijom ove jednadZbe dobije se izraz za kut zaokreta ¢ (x):

0@ =E-1,- == [ MG+

Ponovnom integracijom dobije se izraz za progib w(x):

w(x) = E-IZ-W=—JJMZ(x)+Cx+D

(83)

(84)

(85)

(86)

Kako bi dobili rezultat progiba za zadani slucaj (slika 5.0.1), potrebno je raspisati moment M, (x)

metodom pocetnih parametara:

24



qq " x° qz - (x — 5)2> (87)

MZ(x)=—<Ra-x— > —P-(x—25+R,-(x—5)— 5

Dakle, uvr§tavanjem i integriranjem izraza za moment M, (x) dobijemo izraze za kut zaokreta

@ (x) i progib w(x):

p(x) =

£ d_W:_ Ra-xz_ql-x3_P-(x—2,5)2+Rb-(x—5)2_q2-(x—5)3
Z dx 2 6 2 2 6

>+ C (88)

w(x) =
Ry-x® qx* P-(x—25)3 R, (x-5)3 gq, (x—5)*
. = — — — - D
E-Lw < c >4 G + c 2 + Cx +
(89)
Konstante integracije C 1 D dobiju se uvrStavanjem rubnih uvjeta:
Zax=0>=>w=0 (90)
Iz ¢ega proizlazi = D =0 91)
Zax=5=>w=0 (92)
Iz Cega proizlazi =
g 0= (20815 85 1000G-25" ;N 5. 93
2o 6 24 6 ©3)
1z ¢ega se dobije:
C = 190 kNm? (94)

Maksimalan progib za zadani slucaj biti ¢e u srediStu raspona izmedu oslonaca, odnosno u tocki
x = 2,5 (m). Kako bi dobili ukupan progib uzrokovan momentom savijanja, treba uvrstiti sve

vrijednosti u jednadzbu za progib w(x):

25



310,677
E-1I,

310,677
210-106-0,49192 - 10°

w =

w=3,007-10"3m = 3,007 mm

( 68.1- 2,53 8 254 10\\2>§ 2,5)3 \&\5—5)3 \@5—5)
E-Lw=— 3 é\ \24\
+190-x+0 \ (95)

(96)

(97)

(98)

Na jednak nacin proracunati su i progibi uzrokovani momentom savijanja za ostale poprecne

presjeke. Rezultati su prikazani u tablici 3:

Tablica 3: Rezultati progiba uzrokovanog momentom savijanja

Poprecni presjek Wy, (mm)
(h=400 mm) 3,007
(h=600 mm) 1,204
(h=800 mm) 0,623
(h=1200mm) 0,241

Progib uzrokovan popre¢nom silom

Kako bi se odredio progib uzrokovan poprecnom silom potrebno je krenuti od jednadzbe kuta

nagiba tangente uzrokovanog smicanjem:

dw, _ T,
dx ~ GA

Integriranjem ove jednadzbe dobije se izraz za progib uzrokovan smicanjem:

e —
w GA

Iz rubnog uvjetax = 0 = w = 0 dobijesedaje C = 0.

(99)

(100)
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Bezdimenzionalni koeficijent oblika poprecnog presjeka k' odredit ¢e se pribliznom metodom

otpornosti materijala prema izrazu:

S, A
k=773 (101)

1383 174

= 29107 15 = 3261 (102)

Kako se vidi iz dijagrama poprecnih sila (slika 5.1.3) veli¢ina T,y 1ZN0SI Ty = 51.9 kN.
Uvrstavanjem svih iznosa u jednadzbu na mjestu maksimalnog progiba x = 2,5 (m) odnosno

x=250 (cm) dobijemo ukupan progib uzrokovan popre¢nom silom:

51,9
w =0,0301cm = 0.301 mm (104)

Analognim prora¢unom dobiveni su progibi uzrokovani popre¢nom silom za ostale poprecne

presjeke. Rezultati su prikazani u tablici 4:

Tablica 4: Rezultati progiba uzrokovanog poprecnom silom

Poprec¢ni presjek Wps(mm)
(h=400 mm) 0,301
(h=600 mm) 0,203
(h=800 mm) 0.177
(h=1200mm) 0,106

Ukupan progib uzrokovan zadanim optere¢enjima uz ukljucenje utjecaja poprecne sile

Kako bi prikazali utjecaj poprecne sile potrebno je napraviti omjer ukupnog progiba i progiba
uzrokovanog poprec¢nom silom i taj rezultat prikazati kao postotak.

Dakle, ukupan progib za zadani sustav s popre¢nim presjekom s kojim smo racunali prethodne
progibe (h = 400 mm) biti ¢e zbroj dobivenih progiba uzrokovanih momentom savijanja i

popre¢nom silom:

Wyk = Wiy + Wps = 3,007 + 0301 = 3,308 mm (105)
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. . . A1
Dakle, utjecaj popreéne sile na zadanom sustavu za h = 400 mm, odnosno na omjeru TS
iznosi:

wps  0.301

=———=0,0909 = 9,09 ¢ 106
Wy,  3.308 o (106)

Na jednak nacin kao Sto je izracunat ukupan progib i utjecaj poprecne sile za prethodni primjer
(h =400 mm), izraCunati su i progibi i utjecaji poprecne sile za ostala 3 popre¢na presjeka koja se

razlikuju isklju¢ivo po visini poprecnog presjeka.

U tablici 5 prikazani su rezultati pojedina¢nih progiba te utjecaj popreéne sile za svaki poprecni

presjek:

Tablica 5: prikaz rezultata progiba uzrokovanii momentom savijanja i poprecnom silom

Poprec¢ni Utjecaj
presjek mL W (M) Wps(m) Wi (M) poprecéne sile

(h=400 mm) 1/15 3,007 0,301 3,308 9,09%
(h=600 mm) 1/10 1,204 0,203 1,407 14,42%
(h=800 mm) 1/7.5 0,623 0.177 0.800 22,13%
(h=1200mm) 1/5 0,241 0,106 0,347 30,81%

U tablici 5 vidi se, kako porastom odnosa %, znatno raste i utjecaj poprecne sile. Konkretno, kod
zadanog primjera u ovom radu pri odnosu % = 115 utjecaj poprec¢ne sile iznosi 9,09%, dok kod

odnosa % = % utjecaj poprecne sile na progib porastao je na 30,81%, Sto predstavlja znacajnu
razliku. Upravo iz tog razloga se utjecaj poprecne sile ne uzima kada se moze zanemariti (kod
pravokutnih poprecnih presjeka obi¢no kod omjera koji su manji od % = 1—10). Osim toga primjecuje
se da je utjecaj kod ovog poprecnog presjeka znacajno veci nego kod primjerice pravokutnog
presjeka, Cemu zapravo najvise doprinosi nagla promjena Sirine presjeka po visini nosaca. Premda

su proracuni provedeni po pribliZznom postupku za sve presjeke pa je relativni odnos relevantan.
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5.3. Analitic¢ki proracun progiba uzrokovanog linearnom promjenom
temperature po visini poprecnog presjeka

U ovom dijelu rada analiticki ¢e se provesti proracun progiba uzrokovan linearnom promjenom
temperature po visini popre¢nog presjeka te ¢e se pokazati utjecaj koji promjena visine poprecnog

presjeka ima u odnosu na zadano temperaturno opterecenje (slika 5.1.2).

Ovaj proracun provest ¢e se na ¢eli¢nim ,,I* nosa¢ima prikazanim u prethodnom dijelu rada

(poglavlje 5.2.) te ¢e se uzeti fiksna promjena temperature po visini poprecnog presjeka od:
AT = 40°C (107)

odnosno, gornji dio poprecnog presjeka biti ¢e zadan temperature T; = —20°C dok ¢e donji dio

biti zadan temperaturom od T, = +20°C.

Kako bi se izracunao progib uzrokovan promjenom temperature, treba krenuti od diferencijalne

jednadzbe elasti¢ne linije uzrokovane temperaturom iz poglavlja 4:

dZW _ C((Tz - Tl)

= 1
dx? h (108)
Integracijom izraza jednadzbe elasti¢ne linije dobije se:
dW C((TZ - Tl)
=2 -7 1
T A x+C (109)
te:
a(T, —T
we-SL=T) o et (110)
2h
Iznos koeficijenta linearnog toplinskog Sirenja za &elik odabran je a = 120 - 1077 /°C
Iz rubnog uvjetax = 0 = w = 0 dobijese daje D = 0.
Drugi rubi uvjet glasix = L =5 (m) = w = 0 iz ¢ega se dobije C:
a(T, —T
=—%LZ+C-L+O (111)
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_ a(T, —T)

2
C ShL L (112)
a(T, —Ty)
=—= 7 11
C oh (113)

Kada se koeficijenti integracije C i D uvrste u jednadzbu:

_ a(T, —T,)

— 2
oh x“+Cx+D (114)
_ a(l, -Ty) ,  a(l,—Ty)
= - oh x“ + oh L-x+0 (115)
T,—T
w0 (116)
2N
T,—T
w= —a(zz—hl)x(L—x) (117)

Uvrstavanjem Koeficijenta linearnog toplinskog Sirenja, odabrane promjene temperature te visine
poprecnog presjeka (prvi poprecni presjek, slika 5.2.1.) te mjesta najveCeg progiba
(x=2,5m = 2500 mm), mozemo dobiti mjesto najveceg progiba na zadanom sustavu uzrokovanog

linearnom promjenom temperature po visini popre¢nog nosaca:

a(Tz - T1)

=% T (L - 11
w o x(L —x) (118)

_ 120107740 0o (5000 — 2500) 119
W= 2 - 400 (119)

_ 12010740 120
W= 2 - 400 (120)
w = 3,75mm (121)

napomena: minus je ukljonjen u svim rezultatima, smjer progiba se smatra dolje"(—x)

Na jednak nacin izraCunati su i progibi ostalih poprecnih presjeka. Rezultati su prikazani u
tablici 6:
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Tablica 6: Prikaz rezultata progiba uzrokovanim linearnom promjenom temperature po visini

poprecnog presjeka
Poprecni presjek h/L AT (°C) w (mm)
(h=400 mm) 1/15 40 3,75
(h=600 mm) 1/10 40 2,5
(h=800 mm) 1/7.5 40 1,875
(h=1200 mm) 1/5 40 1,25

Iz rezultata (tablica 6) vidljivo je kako veli¢ina progiba ovisi o visini popre¢nog presjeka nosaca i
to na naéin da s porastom visine poprec¢nog presjeka, ocekivano progib uzrokovan linearnom

promjenom temperature opada proporcionalno visini popre¢nog presjeka.

6. Numericki postupak odredivanja progiba

U ovom djelu rada zadani primjer (slika 5.1.1) analiziran je numeri¢kim postupkom, primjenom

metode kona¢nih elemenata odnosno prora¢unom u programu SCIA engineer [3]..

Metoda konacnih elemenata

Osnovna ideja metode MKE je razlaganje sloZenih problema na manje, jednostavnije djelove
poznate kao "konacni elementi". Ovi konacni elementi se potom matematiCki modeliraju 1
analiziraju kako bi se dobila aproksimacija rjeSenja problema. S obzirom na geometriju zadanog
nosaca koristena je diskretizacija najjednostavnijim, jednodimenzionalnim Stapnim kona¢nim
elementima sa zadanim popre¢nim presjekom u SCIA Engineer-u. Metoda konac¢nih elemenata
podrazumijeva podjelu na manje segmente, koriStenje linearnih interpolacijskih funkcija za
aproksimaciju varijabli svakog elementa, formuliranje matrica krutosti za svaki pojedini element,
sastavljanje globalne matrice krutosti, primjenu rubnih uvjeta na odgovaraju¢im ¢vorovima te
rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi numerickim postupkom kako bi se dobili potrebni rezultati
deformacija i unutarnjih naprezanja [4].

Vazno je napomenuti da je u ovom radu razmatran i analiziran iskljuc¢ivo linearno elasti¢an
materijal, dok nelinearno ponaSanje materijala nije uzeto u obzir. Ova €injenica nam je u ovoj fazi
proracuna omogucila usporedbu rezultata analitickog 1 numeri¢kog proracuna, pri ¢emu je
ocekivano da ta usporedba bude identi¢na, s obzirom na to da se prora¢un odvija unutar linearno

elasticnog podrucja materijala.
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Numericko rjesavanje progiba programu SCIA Engineer

Kako bi se usporedilo analitickoj numericko rjesenje, analiza je provedena numericki i to u

programu SCIA Engineer, u kojem je zadani nosac¢ diskretiziran jednodimenzionalnim kona¢nim

elementima sa zadanim popre¢nim presjekom (slika 6.1.1 i slika 6.1.2).

6.1. Numericki proracun progiba uzrokovanog zadanim optereéenjem

5000

1000

™

/

i
N

/
/

Slika 6.1.1 Model primjera u programu SCIA engineer

S pripadajué¢im optereéenjima q; = 8 % +,q, =11

k
s

=7 te P =100 kN (slika5.1.2).

Kako bi se mogla usporediti rjesenja iz analitickog proracuna, potrebno je modelirati Cetiri

popre¢na presjeka, jednaka presjecima iz poglavlja 5.2 (slika 6.1.2):

|Name

Type
Detailed
Shape type
Initial shape
Parameters
Material
H [mm]
Bh [mm]

Bs [mm]

th 20

ts 20

|cs3

g I

400; 300; 300; 20; 20; 15
Thick-walled

Avallable

S275
400
300
300

Slika 6.1.2 Poprecni presjek, h=400 mm, SCIA Engineer
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U tablici 7 prikazani su modeli ostalih popre¢nih presjeka zadanih u programu SCIA Engineer:

Tablica 7: Prikaz modela celicnih ,,1* presjeka u programu SCIA Engineer

Celi¢ni ,,I* poprecni presjeci

h/L = 1/10, h = 600 mm

h/L = 1/7,5, h =800 mm

h/L = 1/5, h = 1200 mm

Parameters
Material

H [mm]

Bh [mm]

Bs [mm]

ts [mm]

th [mm]

s [mm]
General

Draw colour

5275
300
300
20

20

MNormal colour

Bh 300

H 00

Parameters
Material

H [mm]

Bh [mm]

Bs [mm]

ts [mml]

th [mm]

s [mm]
General

Draw colour

th 20

i

5275
800
300
300
20

20

Mormal colour

Bh 300

z

ts 20

H %00

Bs 300

Parameters
Material

H [mm]

Bh [mm]

Bs [mm]

ts [mml]

th [mm]

s [mm]
General

Draw colour

th 20

5275
1200
300
300
20

20

Maormal colour

Bh 300

z

ts 20

I 1200

Bs 300

Provodenjem racunalnog proracuna, u sljedeCem dijelu rada prikazat ¢e se deformacijske linije i

deformacije zadanog nosafa optereéenog zadanim optereéenjima. Potom c¢e se prikazati i

deformacije uzrokovane temperaturnim optere¢enjem te ¢e se na kraju usporediti rezultati

analitickog 1 numeri¢kog proracuna.

Na sljede¢im slikama (6.1.3 i 6.1.4) prikazuju se deformacijske linije i ekstremne vrijednosti

progiba uzrokovane zadanim optere¢enjima qi, g2 i P na nosa¢u zadanog poprecnog presjeka

omjera visine i raspona nosaca h/L = 1/15, odnosno ¢eli¢nog ,,I* presjeka visine h=400 mm (slika

6.1.2):
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1D deformations
Values: uz

Linear calculation

Load case: opt
Coordinate system: Global
Extreme 1D: Global
Selection: All

% 1.7 mm

L,

AN

33 mm

Slika 6.1.3 Deformacijska linija poprecnog presjeka h=400 mm, SCIA engineer

3.3
3.0
2.8
2.6
2.4
2.2
2.0
1.8
1.6
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

Utotal [I"I"I'T'I]

Slika 6.1.3 Deformacija poprecnog presjeka h=400 mm, SCIA engineer

Za isti poprecni presjek moze se prikazati 1 dijagram naprezanja po visini poprecnog presjeka
(slika 6.1.4). Moze se primijetiti kako se na ,,gornjoj* strani nosaca pojavljuje tlaéno naprezanje
dok se na ,,donjoj* strani nosaca pojavljuje vla¢no naprezanje. Gledaju¢i deformaciju popre¢nog

presjeka (6.1.3), to je i logi¢no. Moze se zamisliti kako se progibom nosaca ,,donja* vlakanca
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razvlace te se u njima stvaraju vlaéna naprezanja, dok se ,,gornja vlakanca“ zbijaju te se u njima

stvaraju tlacna naprezanja.

59.1
40.0
30.0
20.0
10.0
0.0
-10.0
-20.0

-30.0
-40.0

-59.1

Slika 6.1.4 Naprezanja u nosacu poprecnog presjeka h=400 mm, SCIA engineer

ox (1D/2D) [MPa]

Sli¢no tome, u sljede¢em djelu prikazat ¢e se deformacijske linije i deformacije jednakog nosaca

s variranim visinama popre¢nog presjeka zadanih u tablici 7.

Za nosac s popre¢nim presjekom visine h = 600 mm (slike 6.1.5 i 6.1.6):

1D deformations
Values: uz

Linear calculation

Load case: opt
Coordinate system: Global
Extreme 1D: Global
Selection: All

% 0.7 mm

X

™~
Lox
1 7

— 1.4 mm

Slika 6.1.5 Deformacijska linija poprecnog presjeka h=600 mm, SCIA engineer
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1.4
1.3
1.2
1.1
1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

Uotal [I'I'I'I'I]

Slika 6.1.6 Deformacija poprecnog presjeka h=600 mm, SCIA engineer

Za nosac s poprec¢nim presjekom visine h = 800 mm (slike 6.1.7 1 6.1.8):

1D deformations
Values: uz

Linear calculation

Load case: opt
Coordinate system: Global
Extreme 1D: Global
Selection: All

—7
I
1<

—0.8 mm

Slika 6.1.7 Deformacijska linija poprecnog presjeka h=800 mm, SCIA engineer
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0.8
0.7
0.7
0.6
0.6
0.5
0.5
0.4
0.4
0.3
0.3
0.2
0.2
0.1
0.1
0.0

Ukotal [I'I'I'I'I]

Slika 6.1.8 Deformacija poprecnog presjeka h=800 mm, SCIA engineer

Te za nosac s poprecnim presjekom visine h = 1200 mm (slike 6.1.9 1 6.1.10):

1D deforma
Values: uz

tions

Linear calculation
Load case: opt
Coordinate system: Global

Extreme 1D:
Selection: All

Global

Ly

FAY

-0.3mm

Slika 6.1.9 Deformacijska linija poprecnog presjeka h=1200 mm, SCIA engineer
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0.3
0.3
0.3
0.2
0.2
-] 0.2
0.2
0.1
0.1
0.1
0.0
0.0

Utotal [I'I'I'I'I]

Slika 6.1.10 Deformacija poprecnog presjeka h=1200 mm, SCIA engineer

U tablici 8 prikazani su rezultati maksimalnih progiba dobiveni programom SCIA engineer:

Tablica 8: Prikaz rezultata maksimalnog progiba uzrokovan opterecenjima (q1,q2,P) na

zadanom primjeru izracunatih programom SCIA engineer

Poprec¢ni
) h/L w (mm)
presjek
(h=400 mm) 1/15 3,3
(h=600 mm) 1/10 1,4
(h=800 mm) 1/7.5 0.8
(h=1200mm) 1/5 0,3

Usporedujuci tablicu 8 s tablicom 5 vidljivo je kako se rezultati maksimalnog progiba zadanog
primjera izracunatog analitickim i numerickim postupkom u potpunosti podudaraju, Sto je

oc¢ekivano jer je primijenjena linearna materijalna analiza.
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6.2. Numericki proracun progiba uzrokovanog linearnom promjenom
temperature po visini popre¢nog presjeka

Na jednakom modelu (slika 6.1.1) postavljeno je linearno temperaturno opterecenje po visini
popre¢nog presjeka od AT = 40°C, odnosno gornja povrSina poprecnog presjeka zadana je
temperaturom od T = —20°C, dok je donja povrSina zadana temperaturom od T = +20°C (slika
6.2.1):

Distribution Linear
1z +z - Top delta [K] -20.00
e p
-Z - Bottom delta [K] 20.00
@ Geometry
Extent full
ﬂ \-Z Coord. definition Rela

x2 Position x1 0.000

! Position x2 1.000

@ Origin From start

Slika 6.2.1 Zadano temperaturno opterecenje, SCIA engineer

Jednako proSlom poglavlju, na sljede¢im slikama (6.2.2 i 6.2.3) prikazuju se rezultati
deformacijske linije i same deformacije uzrokovane temperaturnim optereCenjem (6.2.1) na

zadanom nosacu poprec¢nog presjeka odnosa h/L = 1/15, odnosno ¢eli¢nog ,,I*“ presjeka visine

h=400 mm (slika 6.1.2):

1D deformations
Values: uz

Linear calculation

Load case: t

Coordinate system: Global
Extreme 1D: Global
Selection: All

3.6 mm

™~
(1N
7

AN

3.7 mm

Slika 6.2.2 Deformacijska linija poprecnog presjeka h=400 mm (AT), SCIA engineer
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Utotal [mm]

Slika 6.2.3 Deformacija poprecnog presjeka h=400 mm(AT), SCIA engineer

Na isti nacin, prikazat ¢e se deformacijske linije 1 deformacije jednakog nosaca s variranim
visinama poprecnog presjeka zadanih u tablici 7.

Za nosac s popre¢nim presjekom visine h = 600 mm (slike 6.2.4 1 6.2.5):

1D deformations
Values: uz

Linear calculation

Load case: t

Coordinate system: Global
Extreme 1D: Global
Selection: All

2.4 mm

N
Loy

AN

S mm

"
— £

Slika 6.2.4 Deformacijska linija poprecnog presjeka h=600 mm (AT), SCIA engineer
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25
2.2
2.0
1.8
1.6
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

Utotal [I'I'I'I'I]

Slika 6.2.5 Deformacija poprecnog presjeka h=600 mm(AT), SCIA engineer

Za nosac s popre¢nim presjekom visine h = 800 mm (slike 6.2.6 1 6.2.7):

1D deformations
Values: uz

Linear calculation

Load case: t

Coordinate system: Global
Extreme 1D: Global
Selection: All

1.8 mm

Z
[

—1.8rmm

Slika 6.2.6 Deformacijska linija poprecnog presjeka h=800 mm (AT), SCIA engineer

Utotal [mm]

Slika 6.2.7 Deformacija poprecnog presjeka h=800 mm(AT), SCIA engineer
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I za nosac s poprecnim presjekom visine h = 1200 mm (slike 6.2.8 1 6.2.9):

1D deformations
Values: uz

Linear calculation

Load case: t

Coordinate system: Global
Extreme 1D: Global
Selection: All

1.2mm

~N
Loy
7

N

—1.2mm

Slika 6.2.8 Deformacijska linija poprecnog presjeka h=1200 mm (AT), SCIA engineer

Utotal [I'I'I'I'I]

Slika 6.2.9 Deformacija poprecnog presjeka h=1200 mm(AT), SCIA engineer
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U tablici 9 prikazani su rezultati maksimalnih progiba dobiveni programom SCIA engineer:

Tablica 9: Prikaz rezultata maksimalnog progiba uzrokovanim opterecenjem AT = 40°C na

zadanom primjeru izracunatih programom SCIA engineer

Poprec¢ni
] h/L w (mm)
presjek
(h=400 mm) 1/15 3,7
(h=600 mm) 1/10 2,5
(h=800 mm) 1/7.5 1,9
(h=1200mm) 1/5 1,2

Usporedujuci tablicu 9 s tablicom 6 vidljivo je kako su rezultati maksimalnog progiba zadanog
primjera izraCunatog analitickim i numeri¢kim postupkom jednaki, $to potvrduje ispravnost

analitickog proracuna.
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7. Zakljucak

Analizom rezultata dobivenih prorac¢unom, vidljivo je kako se rezultati analiti¢kog i numeri¢kog
postupka racunanja progiba gotovo u potpunosti poklapaju (minimalna razlika u decimalnim
vrijednostima moze se objasniti koriStenjem proracuna ukljucenja utjecaja poprecne sile prema
metodi otpornosti materijala, koji je priblizan). Ovakvi rezultati u potpunosti su ocekivani s
obzirom da se prora¢un radio u linearno elasticnom podrucju ponaSanja materijala te oni potvrduju

ispravnost provedenih proracuna i pouzdanost koristenih metoda.

Provedenim proracunom jasno su prikazani utjecaji poprecne sile u odnosu na omjer visine

y e y .. . T hoh 1y ..
poprecnog presjeka i duljine nosaca. Za minimalni proracunati omjer odnosaz (Z = E) utjecaj

v . . v . . . . v . . h
poprecne sile na zadani nosac¢ iznosi 9,09%, dok za maksimalni proracunati omjer odnosa "

h — . . . . y e ..
(Z = %) utjecaj poprecne sile na zadani nosac iznosi 30,81%. MoZe se zakljuciti da porastom visine
popre¢nog presjeka raste i utjecaj poprecne sile na progib nosac¢a. Konkretno, analiza zadanog

- . h . . . :
primjera pokazuje da porastom odnosa - iznad 1/10 utjecaj poprecne sile postaje znacajan i ne

moze se zanemarivati pri analizi deformacija nosaca.

Analizom rezultata linearnog temperaturnog opterecenja po visini presjeka moze se zakljuciti da
porastom visine poprecnog presjeka utjecaj temperaturnog opterecenja na progib linearno opada.
Ovo naglasava vaznost obraCanja pozornosti na temperaturne promjene pri  samom
dimenzioniranju konstrukcija. 1z svega navedenog, jasno je da treba uzeti u obzir cijelu geometriju

nosaca pri analizi njegovih deformacija.
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