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Analiza ponaSanja Celi¢nih nosaca izloZzenih savijanju

Sazetak:

U radu je pokazana analiza naprezanja u najoptereCenijem presjeku, te proracun progiba za
variraju¢i faktor optereCenja. ProraCun je izvrSen analiticki i numericki programom SCIA
Engineer 19.1. U prvom dijelu su pokazani i objasnjeni koristeni analiticki izrazi za kontrolu
naprezanja te za proracun i kontrolu progiba. Nakon toga je navedeni nosa¢ diskretiziran 1D
kona¢nim elementima s definiranim poprecnim presjekom nosaca. Analiza je izvrSena
podrazumijevajuéi linearno elasticno ponasanje materijala. Na osnovu provedenih proracuna

izvedeni su zakljucci.
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Celi¢ni nosa¢, monolitni poprecni presjek, krutost, uvjet krutosti, progib, kut zaokreta, elasticna
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Behavior analysis of steel girders exposed to bending

Abstract:

The paper presents the analysis of stress in the most loaded cross section, and the calculation of
deflection for the varying load factor. The calculation was performed analytically and
numerically by SCIA Engineer 19.1. In the first part, the used analytical expressions for stress
control and for calculation and deflection control are shown and explained. Thereafter, said
support is discretized by 1D finite elements with a defined cross section of the support. The
analysis was performed implying the linear elastic behavior of the material. Based on the

conducted calculations, conclusions were drawn.
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1. UVOD

U ovom zavrSnom radu ¢emo se dotaknuti teme krutosti, odnosno vaznosti kontrole
krutosti i progiba koji su uvjetovani istom. Dakle, jedan dio rada se odnosi na detaljnije
opisivanje 1 pojasnjavanje izvodenja diferencijalne jednadzbe elasticne linije te daljnje
raspisivanje do izraza za progib i kut zaokreta. Drugi dio rada ¢e biti prikaz konkretnog
primjera odredivanja progiba po teorijskim izrazima iz prvog analitickog dijela. Referirati
¢emo se na monolitne ¢eli¢ne nosace izlozene savijanju.

Analiza numerickog primjera ¢e se takoder obaviti u softwareu SCIA Engineer nakon ¢ega ¢e

se usporediti dobiveni rezultati.

1.1 OSNOVNI CIMBENICI

Na samom pocetku ¢emo definirati neke osnovne ¢imbenike koji ¢e nam biti glavne teme i
predmeti osvrtanja u sljede¢em radu. Od samog pocetka nastojimo omoguciti i osigurati neke
osnovne i nulte uvjete koje konstrukcija kao cjelina, ali i svaki konstruktivni element od kojih
se ona sastoji, treba zadovoljavati. Tako dolazimo do jednog od najvaznijih i najbitnijih
uvjeta, a to je sigurnost. To nam se u daljnjem analiziranju odnosi na niz stvari i uvjeta koje
trebamo zadovoljiti kako bi konstrukcija kao cjelina bila sigurna za daljnje koristenje, boravak
ili nastavak izgradnje iste. Sigurnost kao pocetni i nulti uvjet nam otvara i namece jo$§ neke
vazne stvari 1 zahtjeve. Jedna od najbitnijih je svakako stabilnost. To nam je polaziste 1 nulti
uvjet bez kojeg nije moguce ostvariti kvalitetnu 1 sigurnu konstrukciju.

Celik, koji je s betonom jedan od najzastupljenijih materijala u gradevinarstvu, nam je
sirovina od koje nastaju brojni konstrukcijski i gradevinski elementi koji imaju vaznu ulogu 1
esto nam ¢&ine osnovu i kostur konstrukcije. Celik je iznimno izdrzljiv i Zilav materijal i
odlikuje ga velika nosivost, zbog toga su nam nosivi Celicni elementi najceS¢e manjeg
popre¢nog presjeka nego betonski. To nam je jake optimalno jer je utroSak materijala manji
Sto ima povoljan utjecaj s ekonomskog gledista.

Ali, uz to, s estetskog glediSta nam takoder ima dosta prednosti jer su sami elementi volumno
reducirani u odnosu na armiranobetosnke te zauzimaju manje prostora i izgledaju vitkije i
elegantnije.

Zakljucivsi po prethodno opisanom, ovdje se radi o materijalima koji sa svojim svojstvima,
oblikom i nac¢inom postavljanja ¢ine homogenu cjelinu koja mora zadovoljiti uvjete krutosti,
¢vrstoce 1 stabilnosti. Jednom kad su konstrukcijski elementi fiksirani i postavljeni u svoj

konacni poloZaj, izloZene su razli¢itim utjecajima.
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Ti utjecaji su opterecenja i to neke predvidene aktivne vanjske sile i neke sile koje elementi
kao dio cjeline prenose s jednog na drugi s ciljem da se to isto optere¢enje neutralizira. Ta
vanjska optereenja u svakom elementu konstrukcije izazivaju naprezanja, koja
najjednostavnije mozemo podijeliti u dvije skupine: normalna i posmi¢na. Posljedica tih
unutarnjih naprezanja su nam zapravo pomaci pojedinih ¢estica u optere¢enom tijelu, a ako
gledamo tijelo kao cjelinu to onda zovemo deformacija toga elementa. Deformacija, posebno
ona koja prekoraci granice dopustene, je nepoZzeljna pojava i narusava mehanicku otpornost
kako konstruktivnog elementa tako konstrukcije u cijelost..

Medutim, u stvarnosti je nemoguce ostvariti da se kod nekog konstruktivnog elementa ne
dogadaju deformacije, pogotovo ako je on nosivi element i preuzima neko odredeno
opterecenje. Stoga je logicno da ¢e se za odreden materijal 1 element predvidjeti neke
deformacije za koje se ocekuje da ¢e se ostvariti tijekom odredenog perioda pod
opterecenjem. Te deformacije ¢e ovisiti o materijalu, obliku i veli¢ini elementa i incidentnom
opterec¢enju kojem je izlozen.

Predvidena deformacija se uvrStava u proracun nosivosti da bi za rezultat dobili prorac¢unati
konstruktivni element. Taj element je dimenzioniran na odredeno opterecenje te ¢e se on, pod
djelovanjem tog opterecenja dijelom deformirati u dopustenim granicama, $to u konac¢nosti ne

naru$ava mehanicku otpornost konstrukcije.



2. KRUTOST | PROGIBI

Upravo zbog ranije spomenutog, u gradevinarstvu biramo materijale koji ¢e se Sto
bolje oduprijeti toj deformaciji i na taj nacin sprijeciti nepozeljne pojave. Te iste materijale s
oblikovanjem i usavrSavanjem dovodimo do razine da imaju veliku otpornost na deformaciju.
Upravo ta otpornost nam je od iznimne vaznosti i ona se naziva krutost. Dakle, §to element
ima vecu krutost to zna¢i da ima vecu otpornost da se opire deformaciji i da ostane u
prvobitnom stanju.
Krutost (k) definiramo kao odnos sile (F) ili nekog opterecenja koje uzrokuje deformaciju

elementa i same deformacije (Ax), a op¢i matematicki zapis bi bio:

F
k = yw (2.1)
Mijerna jedinica za krutost je [N/m], te nam govori kolika je sila potrebna da bi se ostvarila

odredena deformacija, odnosno pomak.

Ax =L 2.2)

K

Iz toga vidimo da su krutost i deformacija obrnuto proporcionalne. Dakle, ako imamo dva
elementa razli¢itih krutosti na koje djeluje jednaka sila, element s ve¢om krutosti ¢e imati
manju deformaciju, odnosno element s manjom krutosti ¢e imati ve¢u deformaciju.
Na razlicite vrste optere¢enja odnosno preciznije na razli¢ite unutarnje sile koje se na nosacu
javljaju kao posljedica optereCenja odgovaraju razliite krutosti nosaca koje su uvijek
kombinacija jedne materijalne i jedne geometrijske karakteristike. Tako razlikujemo:
aksijalnu (uzduznu), fleksijsku (savojnu), torzijsku te posmi¢nu krutost.

e Aksijalnu (uzduznu) krutost — ona definira koliko se deformira taj nosa¢ uslijed
djelovanja uzduzne sile u ravnini toga nosaca, a oznaava se s EA (E=modul
elasti¢nosti materijala, A = povrS§ina popre¢nog presjeka nosaca), iz cega mozemo
zakljuciti da nosa¢ s veCom povrSinom popre¢nog presjeka ima vecu uzduznu krutost,
a Sto se vidi 1 iz slijedeceg izraza za produljenje nosaca:

Al=—=, [mm] (2.3)

o Fleksijsku (savojnu) krutost — definira deformaciju nosaca uslijed djelovanja sile
okomito na njegovu ravninu, tj. govori nam koliko se nosa¢ progiba.
Savojna krutost se oznacava s EI (gdje je E=modul elasticnosti materijala, a I=

odgovarajuci osni moment tromosti).



Ovdje treba primijetiti da nije samo vazna veli¢ina popre¢nog presjeka vec i oblik,
odnosno vazno je kako taj poprecni presjek postaviti da bi postigao vecu savojnu
krutost. Npr izraz za osni moment tromosti pravokutnog popre¢nog presjeka je:

_bh3
I_F’ (2.4)

Tu iz brojnika vidimo da je dimenzija visine (h) napisana s kubnim eksponentom $to
znaci da ¢e nosac¢ pravokutnog presjeka, na kojeg sila djeluje u ravnini vece dimenzije

(h), imati ve¢i moment tromosti §to znaci i vecu krutost na savijanje.

Torzijska krutost (krutost na uvijanje) — otpornost nosaca na uvrtanje uzrokovano
djelovanjem optere¢enja kojeg uzrokuje moment torzije djelujuéi u ravnini nosaca.
Definirana je izrazom G - I,,, (gdje je G modul klizanja, a I,, je moment tromosti

konkretnog presjeka). Mjerna jedinica torzijske krutosti je [Nm/rad].

Posmi¢na krutost — posmicna sila T i moment M koji se pojavljuju na rubovima
opterecenog nosaca uslijed jedini¢ne posmi¢ne deformacije u = 1. Izraz za posmicnu
krutost je G - A; ( gdje je G modul smicanja (posmika), a A; moment tromosti

presjeka). Mjerna jedinica za posmi¢nu krutost je [N/m].



Ovdje ¢emo razmatrati ¢eli¢ne nosace koji su izlozeni savijanju uzrokovano silom F.
Uslijed djelovanja sile, nosa¢ ée se progibati. Progib je pomak teziSta presjeka u smjeru
okomitom na nedeformiranu os nosaca. Taj nosa¢ osim uvjeta ¢vrstoce treba zadovoljiti i
uvjet krutosti koji kaze da maksimalni progib nosac¢a (w) mora biti manju od dopustenog
(Wdop):

W < Wyop (2.5)

Veli¢ina dopustenog progiba ovisi 0 namjeni konstrukcije i o uvjetima njezine eksploatacije, a

krece se u granicama od : Waop = { L ; L }, |=raspon nosaca
op 200’1000

Kontrola krutosti je jedan od kontrolnih parametara pri prora¢unu mehani¢ke otpornosti
konstrukcije. Svaki element se projektira, pa tako i njegova krutost i dimenzije poprecnog
presjeka da budu stabilni i deformirani u prihvatljivim granicama uslijed djelovanja
opterecenja. No, pri projektiranju u stvarnosti veliku ulogu igra optimalnost i utroSak
materijala, stoga se nastoji da projektiramo i dimenzioniramo neki element koji ¢e imati §to
manji utrosak materijala, a zadovoljavat ¢e uvjete ¢vrstoce i krutosti te ¢e biti stabilan.

Iznos maksimalnih progiba uslijed optereCenja nastojimo Sto viSe pribliziti projektiranoj
dopustenoj vrijednosti progiba.

U daljnjem razmatranju ¢emo prikazati opéi izvod izraza za progib nekog nosaca uz pomoc

diferencijalnih jednadzbi elasti¢ne linije.



3. ELASTICNA LINIJA

Pri djelovanju optere¢enja (F), uzduzna os nosaca se deformira u osi djelovanja
opterecenja, a pri tome se popreéni presjeci pomicu i istodobno zaokre¢u oko neutralne osi pri
¢emu ostaju okomiti na deformiranu (savijenu) os nosaca. Ta savijena os nosaca naziva se
progibna ili elasti¢na linija nosaca.

Na Slici 1 je prikazan konzolni nosa¢ OB, na njemu odaberemo proizvoljni popreéni presjek i
mozemo reéi da se teziste odabranog presjeka pomi¢e okomito na deformiranu os; taj pomak

nam je ovdje oznacen s udaljenosti 0, O, . Taj pomak je progib nosaca na tome odabranom

mjestu.

RRRERRRRERANRRRNRS

YV "z,w

Slika 1. Deformacija stapa uslijed ravnog savijanja

3.1 KUT ZAOKRETA

Kada je nosa¢ u deformiranom stanju, njegovi presjeci se zaokrenu za odreden kut ¢ u
odnosu na svoj prvobitni polozaj, a taj kut se zove kut zaokreta.
Kut zaokreta, s progibom, odreduje stanje deformacije nosaca pri deformaciji savijanjem.

Zbog toga izmedu progiba w(x) i kuta zaokreta ¢(x) postoji povezanost §to je navedeno
izrazom: tgp = — (3.1.1)

Iz Slike 1 vidimo da je kut koji tangenta na elasticnu os zatvara s osi x jednak kutu zaokreta.
U realnosti, kut zaokreta ima malu vrijednost, naj¢es$¢e manje od 1°. Stoga nije prakticno tu

vrijednost uvrstavati u tangens, ve¢ mozemo zapisati tg ¢ = ¢ , pa imamo:

d
() =28 (3.1.2)



3.2. DIFERENCIJALNA JEDNADZBA ELASTICNE LINIJE

Elasti¢nu liniju moZzemo promatrati kao graf neke funkcije koja je opisana s djelovanjem
opterecenja na nosac i s karakteristikama nosaca. Kada imamo c¢isto savijanje, tu funkciju
mozemo dorediti na lagan nacin poSto nam je poznata zakrivljenost nosaca, pa imamo:

lei% 3.2.1)
Osim momenta My, na utjecaj zakrivljenosti utjeCe 1 poprecna sila Tz ako ima neku
relevantnu vrijednost i ovisi o odnosu visine h i duljine nosac¢a L. U ovom slu¢aju imamo da
je h<<L, pa je utjecaj poprecne sile zanemariv i kona¢no imamo da zakrivljenost elasti¢ne
linije ovisi 0 momentu My i 0 savojnoj krutosi Ely.
Poznat je izraz za zakrivljenost krivulje:

d*w

= dx? 322
1+(2) 2 522

Ako izraz (3.2.1) izjednacimo s izrazom (3.2.2), onda dobijemo:

1
P

dw .
dx? y
=+ (3.2.3)
(G e Y

Rezultat je nelinearna diferencijalna jednadzba drugog reda koja je ujedno 1 diferencijalna
jednadzba elasti¢ne linije nosaca iz koje moZemo odrediti progibe i kuteve zaokreta. Posto je
ovo nelinearna jednadzba drugog reda, taj postupak bi bio sloZen.

No ako pojednostavimo izraz tako da u obzir uzimamo male progibe koji su neusporedivo

.. . . . w 2 .. aw 2 . .
manji od raspona L tada vrijedi da je ( ) <<1, te nam taj izraz (E) postaje zanemariv

aw

dx
nakon ¢ega dobijemo pojednostavljenu diferencijalnu jednadzbu drugog reda, koja je ujedno i
jednadzba elasti¢ne linije:

dZW _ + My

dx2 T EI, (3.24)
Dobivenu pojednostavljenu jednadzbu mozemo rjeSavati uz pomo¢ superpozicije. Princip
rjeSavanja je taj da se rjeSenja za razliCite pojedinacne slucajeve optere¢enja mogu sumirati,
Sto bi znacilo da se ukupni progib w(x) i kut zaokreta ¢(x) dobiju zbrajenjem rezultata od
pojedinacnih utjecaja.

Predznak na desnoj strani jednadzbe odreden je s ovisnosti progiba w i momenta My o
koordinatnom sustavu (ako su predznaci od progiba i momenta jednaki, na desnoj strani ¢e

stajati plus, a ako su predznaci suprotni, tada ¢e na desnoj strani jednadzbe biti minus).
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Kako su nam poznati izrazi koji povezuju utjecaje momenta savijanja (My), poprecne sile (Tz)

i opterecenja (Q):

ar, _ . amy, _dzMy__
dx q " dx %7 dxz q. (3.2.5)
iz izraza (3.2.4) mozemo izvuéi izraz za moment koji glasi:
2
My=-EI,- 2% (3.2.6)

Y dx?
Ako izraz (3.2.6) dva puta deriviramo po varijabli x i ako u obzir uzmemo da vrijedi ¢ = Z—';’,

dobit ¢emo diferencijalne ovisnosti pri savijanju nosaca. Posto nam se u ovom slucaju radi o
¢eli¢noj gredi, mozemo u obzir uzeti da je ona konstantnog poprecnog presjeka (El=const.).

uzevsi to sve u obzir, diferencijalne zavisnosti ¢e izgledati ovako:

_ dw
= ux
d*w

My = _EIyW

d3
T, = —EL,—

q=EL%Y (3.2.7)

dx*



3.3 ANALITICKA METODA ODREDIVANJA PROGIBA I KUTA

ZAOKRETA
Analiticka metoda se svodi na uzastopno integriranje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije

(3.2.4): cw_ My

2 T
dx Ely

e Prvom integracijom izraza (3.2.4) ¢emo dobiti izraz za kut zaokreta ¢(x):

o)=L =—] Mgl(y") dx + C (3.3.1)

e Ponovnim integriranjem, odnosno drugom integracijom izraza (3.2.4) dobijemo izraz

za progib w(x):

W(x)=—fdfoEyT(:)dx+Cx+D (3.3.2)

Posljedica integracija su konstante C i D, ¢ije vrijednosti se izracunavaju zadovoljenjem
rubnih uvjeta nosaca. Ti uvjeti podrazumijevaju definiraniranje progiba i kuta zaokreta
tangente na progibnu (elasti¢nu) liniju nosac¢a koji su uvjetovani na¢inom pridrzanja nosaca.
Npr:

e Ako je nosac na kraju upet, tada se tu ne dogadaju deformacije i zakljucujemo da su tu

progib i kut zaokreta jednaki nuli:

w(0)=0; ¢(0)=0. (3.3.3)

e Ako je nosa¢ zglobno oslonjen na krajevima, tada su samo progibi nad osloncima
jednaki nuli:

w(0)=0; w(l)=0. (3.3.4)

Znaci, za izraun progiba i kuta zaokreta bilo kojeg nosaca moZemo postaviti ova dva
geometrijska uvjeta koji ¢e nam olakSati postupak.
Osim ta dva geometrijska uvjeta, proracun ¢e nam olaksati i uvjet kontinuiteta elasti¢ne linije
koji kaze da su progibi i kutevi zaokreta lijevo 1 desno od promatranog presjeka medusobno
jednaki, odnosno vrijedi:

w(a), =w(a)p

p(a), =¢(@)p. (3.3.5)



Ako je zadan nosa¢ s definiranim dimenzijama i ako je zadano neko opterecenje (X), i ako
uzmemo u obzir da imamo nosa¢ konstantnog poprec¢nog presjeka, tada jednadzbu elasti¢ne

linije mozemo dobiti uzastopnim integriranjem izraza (3.2.7). Dakle, imamo izraz:

4w

d
EIL, = q(x) . (3.3.6)

Izraz (3.3.6) ¢emo uzastopno integrirati po varijabli X , pa imamo:

d3w
Elyﬁ = f q(x)dx + Cl
d?w
EI”W = f dqu(x)dx + Cix + G,
dx 2
EL,w = [dx [ dx [ dx [ q(x)dx +%Clx3 + %szz + C3x + C, (3.3.7)

dw 1 5
EIy—=fdxfdqu(x)dx+—C1x + Cyx + C3

Nakon integriranja primje¢ujemo da sada postoje Cetiri konstante C;, Cp, C3 i C4. One vise ne
ovise samo o dva pocetna geometrijska uvjeta tj. o nac¢inu ucvrséenja, ve¢ ovise i 0 utjecaju
vanjskog optereé¢enja na nosa¢, odnosno 0 utjecaju opterecenja na krajevima nosaca.
Krenimo s konzolnim nosac¢em (na jednoj strani upet, a na drugoj slobodan).
Sada za svaki kraj konzolnog nosa¢a mozemo uspostaviti po dva uvjeta. Za upeti kraj nosaca
imamo ve¢ definirane geometrijske rubne uvjete da su progib i kut zaokreta jednaki nuli:
w(0)=0; p(0)=0
Medutim, za slobodni kraj ne znamo iznose progiba i kuta zaokreta, stoga za slobodni kraj
postavljamo rubne uvjete za moment My i za silu Tz. Oni glase:
My(1)=0 ; Tz(l)=0 (3.3.8)
Ove uvjete mozemo prikazati i na drugi nacin i to preko izraza diferencijalnih zavisnosti pri
savijanju (3.2.7), pa imamo:
w"()=0; w"'(1)=0 (3.3.9)

Ove rubne uvjete nazivamo statickim uvjetima jer su prikazani preko momenta savijanja My i

poprecne sile Tz.
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Ako promatramo nosa¢ koji na krajevima ima zgobne lezajeve, tada ¢e nam momenti
savijanja (My) i progibi w(x) u rubnim presjecima biti jednaki nuli.

w(0)=0 ; My(0)=0

w(l)=0; My(I)=0 (3.3.10)
a uvrStavanjem izraza (3.2.7) imamo:

w(0)=0; w"(0)=0

w(l)=0; w"(I)=0 (3.3.11)
Posto ovi rubni uvjeti u sebi sadrze i staticke i geometrijske veliCine nazivamo ih mijeSani
uvjeti.
Imamo cetiri rubna uvjeta koliko nam je i broj integracijskih konstanti. U ovom slucaju svi
uvjeti su jednaki nuli, pa ih zovemo homogenim uvjetima. U suprotom, kada na rubovima

nosaca imamo neke vrijednosti veli¢ina My, Tz, w(x), ¢(x), tada imamo nehomogene uvjete.

Iz analiticke metode vidimo da progib ovisi o veli¢ini sile koja djeluje, o rasponu nosaca i o
savojnoj krutosti nosaca.

Pokazanim analitickim postupcima izvedeni su izrazi za progibe za najucestalije slucajeve:

3

e Progib nosaca sa silom na sredini: W::;LEI (3.3.12)
e Progib konzolnog nosaca sa silom na slobodnom kraju: W:I;—Z (3.3.13)
e Progib nosaca optere¢enog kontinuiranim opterecenjem: W=358q4i1 (3.3.14)
e Progib konzole optereéene kontinuiranim opterecenjem: W:Z—z (3.3.15)
e Progib nosaca sa silom koja nije na sredini: W:w (3.3.16)

9V3LEI
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3.4 GRAFOANALITICKA METODA ODREDIVANJA PROGIBA I KUTA
ZAOKRETA

U analitickoj metodi vidjeli smo da metoda neposrednog integriranja i pri jednostavnom
sluaju zahtjeva duzi proracun, stoga se ona kod slozenijih slucCajeva i1 presjeka manje
upotrebljava.

U realnosti, poznavanje diferencijalne jednadzbe i karakteristika elasti¢ne linije nije od velike
najveceg progiba i najveceg kuta zaokreta u nekom presjeku. Grafoanaliticka metoda nam
omogucava da odredimo progib ili kut zaokreta u Zeljenom presjeku i to bez poznavanja
jednadzbe elasti¢ne linije, ali ipak moramo znati neke osnovne znacajke karakteristike
elasti¢ne linije.

Grafoanaliticka metoda odreduje se s pomocu usporedbe diferencijalne jednadzbe elasti¢ne

d?w

linije nosaca: El, -

=M, (3.4.1)

i diferencijalne jednadZzbe ovisnosti momenta i opterec¢enja:

2
My

—7 = 4 (3.4.2)

Za grafoanaliticku metodu je potrebno definirati, odnosno zamisliti jedan fiktivni nosac koji je
jednakih dimenzija 1 krutosti kao stvarni nosag, ali je optereen nekim zamisljenim fiktivnim
opterecenjem g koje je identiéno momentu savijanja stvarnog nosac¢a My (g = My).

Tada mozemo odrediti fiktivni moment savijanja My i fiktivnu popreénu silu Tz Koji su
uzrokovani fiktivnim optere¢enjem g u bilo kojem presjeku nosaca.

U bilo kojem presjeku fiktivnog nosaca, ovisnost fiktivnog momenta savijanja My 0

intenzitetu fiktivnog opterecenja q se moze prikazati pomocu izraza:

azm

o = (343)
ili uz pomoc¢ izraza (g = My), pa imamo:

dzm

oz = M, (3.4.4)

Usporedbom diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije nosaca (3.4.1) i izraza (3.4.4), dobijemo:

d*w d?*m
ELL== =
dx? dx?

(3.4.5)
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U izrazu je moment stvarnog nosaca prikazan pomocu druge derivacije fiktivnog momenta
savijanja fiktivnog nosaca pod utjecajem opterecenja. Ako ovaj izraz integriramo, tada ¢emo
dobiti:

dw
dx

EL, %= 2y (3.4.6)
A posto vrijedi Cinjenica da je derivacija fiktivnog momenta zapravo fiktivna poprecna sila,
onda nam izraz moze imati i ovakvu formu:

EL = T+C (3.4.7)
Ako opet integriramo taj izraz, onda dobijemo zapis:

Elw= M+Cx+D (3.4.8)
Dvostrukim integriranjem smo dobili dvije konstante C i D koje ovise u nacinu oslanjanja
nosaca, odnosno o rubnim uvjetima.
Ako fiktivni nosa¢ ima takav nacin oslanjanja da su fiktivni moment savijanja My i fiktivna
sila Tz jednaki nuli na onim mjestima u kojima su progib w i kut zaokreta ¢ realnog nosaca
takoder jednaki nuli, tada slijedi da su nam konstante C i D takoder jednake nuli.
Posto nam je ovakav slucaj da su sve vrijednosti jednake nuli, iz izraza (3.4.7) dobijemo da je

kut zaokreta nekog proizvoljnog nosaca:

p=—= (3.4.9)
Takoder, iz izraza (3.4.8) mozemo dobiti mozemo dobiti izraz za progib stvarnog nosaca:

w= ;V’Ty (3.4.10)
Iz prilozenog vidimo kako je kut zaokreta presjeka stvarnog nosaca zapravo jednak kvocijentu
fiktivne popre¢ne sile Tz pripadajuceg presjeka fitkivnog nosaca i savojne krutosti EI,,, dok je
progib proizvoljnog presjeka stvarnog nosaca jednak kvocijentu momenta savijanja My
odgovarajuceg presjeka na fiktivnom nosaCu i savojne krutosti nosaca EI,. Dakle, da bi
definirali neke vrijednosti na stvarnom nosacu prvo moramo definirati neke polazne
vrijednosti na fiktivnom nosacu.
Stvarni 1 fiktivni nosa¢ su nam prakticki isti u svim karakteristikama, ali im se razlikuju rubni
uvjeti, tj. nacini oslanjanja. Ti uvjeti za fiktivni nosa¢ proizlaze iz uvjeta stvarnog nosaca i to
tako da su u izrazima (3.4.7) i (3.4.8) proizvoljne konstante integracije jednake nuli.
Na primjer, ako imamo zglobno oslonjen nosac, tada ¢e na jednom njegovom kraju vrijediti
w=0 i p# 0, a to nam uvjetuje da na istom presjeku fiktivnog nosaca vrijedi da je My =0 i

Tz #0, $to znaéi da je fiktivni nosa¢ na tom mjestu takoder zglobno oslonjen.
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Sljede¢e kombinacije su prikazane na slikama:

Konzola: Prosta greda:
w=0 w#0 w20 w20
w=0 SiE w#0 . w=0 Eels w=0 \
T Stvarni - TR Stvarni
"tang,, ¥ Yo, * x
i nosac ' etnrnssasent®*  nosal
1 _ Konjugirani = . Konjugirani
T=0 T#0 nosaci T20 T#0 " nosaci
M=0 E-l, M#0 Fiktivni M=0 Eil, M=0 . Fiktivni
nosac A A nosac
EN.: Konzola EN.: Prosta greda
Greda s prepustima: Gerberov nosac:
w20 WwW=#0 w0 w=0 w=0 w0 w20 LW 20
w20 w=0 El, w=0 w=0 w=0 w#0 E w:O,-"' w;%
T ™ T Stvarni e — Stvarni
o l... ‘.,‘ L = l.... ",- %
A T A nosac SLLLETEYE L e A nosac
W = -
T#0/T#0 T#0[T=0 T=0 T=0 T#0 T#0
M#0 M=0 E'l, M=0 M+0fM Fiktivni M=0 M=z0 El, M=0  M~0J Fikiivni
nosac A nosaé

F.N.: Gerberov nosac¢

F.N.: Gerberov nosac

Slika 2. Karakteristicni primjeri konjugiranih nosaca

Dakle, iz ovoga se da zakljuciti da izmedu stvarnog i1 fiktivnog nosaca postoji reciprocitet,

odnosno uzajamnost. Zna¢i da nekom odredenom stvarnom nosacu pripada samo jedan

odredeni fiktivni nosag.

Za stvarni i njemu pripadajuci fiktivni nosa¢ kazemo da su to konjugirani nosaci.
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4. ANALITICKI POSTUPAK

4.1. NUMERICKI PRIMJER ODREBIVANJA PROGIBA

U analitickom postupku ¢e biti prikazano odredivanje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne

linije nosaca, a zatim ¢e se integracijom i uvodenjem rubnih uvjeta dobiti iznos maksimalnog
progiba koji je uzrokovan djelovanjem opterecenja na nosac.
Za proracun je uzet dio konstrukcije industrijske hale dimenzija 52 x 20 m. Analizirat ¢emo
krovnu podroznicu, odnosno jedan dio krovne podroznice izmedu 2 oslonca €iji je razmak 5,2
metara. Cijela podroznica je zapravo greda s prepustima oslonjena svakih 5,2 metara na
glavni okvir.

Nosa¢ je celi¢ni, I presjeka, odnosno HEA120. Na nosac¢ djeluje jednoliko kontinuirano

opterecenje koje iznosi 2,5 kN/m’ (snijeg, tezina krovnog pokrova i vlastita tezina).

Materijal: celik, S275
Modul elasti¢nosti: E= 210000 MPa = 21 000 kN/cm?

Nosac:

T

Mmax=8,45kNm

Slika 3. Celicni nosac opterecéen jednolikim opterecenjem

Vidimo kako je nosa¢ opterecen jednolikim optereCenjem koje uzrokuje moment u obliku

12
"8 =8.45 kNm.

kvadratne parabole, a maksimalni iznos momenta je Mmax=
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Najveci moment se nalazi u L/2, odnosno na sredini raspona, a tu ¢e nam biti i najveci iznos
progiba Wmax.

Poprecni presjek nosaca (dimenzije na Slici 4 su u milimetrima):

Nosac je tip HEA 120.

N \, d 60
N
Z&P\E Y
y 5
S N.O.
— Yt
o
=12
N ‘\%
Zt

. 120 y

d 7

Slika 4. Poprecni presjek nosaca (HEA 120)

Nosac je simetri¢an u odnosu na y i na z os.

Neutralna os, zbog simetri¢nosti presjeka, prolazi teziStem.

Teziste popre¢nog presjeka T(Yt;Zt) je zbog simetri¢nosti o¢itano iz sustava i iZnosi:

Yt=60 mm =6 cm

Zt=57 mm =5,7 cm

T=(6;5,7)

Polozaj neutralne osi je takoder lako odrediti zbog simetri¢nosti presjeka Sto znaci da

neutralna os prolazi teziStem: Z, = 57 mm=5,7 cm
Moment tromosti (poprecni presjek celicne grede):

Moment tromosti za presjek HEA120 je ocitan iz geometrijskih karakteristika presjeka u

programu SCIA Engineer te iznosi: I,=606,2 cm*.
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Odredivanje progiba:

| i o/
‘:‘
q=2,5 kN/m’ \
S S S S S W W S S S
—,7,,,,,,,,,J,,,,ﬂf——f’”"’”7“)7'7V
: Wmax \progibna linija /
Ra=6,5kN T TRbZG,SkN
2 X=2,6m )
y: 5,2 ,
Slika 5. Postavljanje uvjeta za odredivanje progiba
0=2,5 KN/m’
Ra=Rb=6,5 kN

Izraz za moment savijanja:
2

M,(x) =Ry x — q'zx
Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije:
E-Iy-dz—w=—M (x) =—Ry x + qx
dx? Y 2

Integracijom po varijabli x dobit ¢emo:

E-I, .d_W: ~ R X7 + q-x + C (kut zaokreta)

dx 2 6

Ako opet integriramo, imamo:

E-I,-w= —Ra X + CI-x‘l+C-x+D (progib)

6 24

Pojavile su se konstante C i D koje ovise o nacinu uc¢vrs¢enja

Konstanta C nam sluzi za izracun kuta zaokreta, a konstanta D za izraun progiba.
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Sada uvodimo rubne geometrijske uvjete:
1. W(L=0)=0 -> D=0
2. W(L=52m)=0 - D=0

Koristimo drugi rubni uvjet te ga uvrStavamo u diferencijalnu jednadzbu za progib:

0 6,5 5,23 N 2,5-5,24+C )
B 6 24 ’

0=-152,33 + 76,16 + 5,2C
-5,2C =-76,17 ==> C=14,65 kNm?

Maksimalni progib se nalazi na mjestu maksimalnog momenta, ato je u L/2=2,6 m
(Winax: X=2,6 m)

_ 1 -6,5-2,6% 4 2,5 -2,6% 41465 - 26
Wmax = = 6 24 ’ /6)
1
Wmax = m 23,85
23,85 103N - 10003 mm3
Wmnax = N
210000 >+ 606,2 - 10* mm*
mm

Wnax = 18,9 mm

Analitickim izraunom se dobije da maksimalni progib iznosi wy,q, = 18,9 mm.
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4.2 NUMERICKA ANALIZA U PROGRAMU SCIA ENGINEER

Radi kontrole, identi¢an nosa¢ je analiziran u programu SCIA Engineer gdje su zadani isti

ulazni podaci, a konac¢ni rezultati se poklapaju.

Ulazni podaci zadani u proracun u SCIA Engineer:
(0=2,5 kN/m', L=5,2 m, nosa¢ HEA 120)

Na Slikama 6 i 7 su prikazani rezultati proracuna.

Slika 6. Momenti dijagram dobiven u SCIA Engineer

Utotal [mm ]

Slika 7. Iznos progiba dobiven u SCIA Engineer
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4.3 USPOREDBA ANALITICKOG NUMERICKOG PRIMJERA S
LINEARNOM ANALIZOM U SCIA ENGINEER

Za zadano opterecenje (q=2,5 kN/m’) dobili smo da maksimalni progib iznosi:

Wnax = 18,9 mm.

U daljnjem razmatranju ¢emo povecavati opterecenje za odredene faktore opterecenja.

Faktori opterecenja se kre¢u od 1 do 12 i to tako da svaki faktor mnozi pocetno opterecenje sa
svojom vrijednosti (npr. za faktor opterecenja 5, sila iznosi 5:2,5=12,5 KN/m").

Vrijednosti novo dobivenih opterecenja su se uvrstile u diferencijalnu jednadzbu elasti¢ne

linije te su dobiveni pripadajuéi progibi. Rezultati analitiCkog postupka su prikazani u Tablici
1.

18,9
37,5
56,2
75,2
94,1
112,9
131,7
150,6
169,2
187,9
206,4
225,4

O OO N0 AW~

(BN
o

-
-

[EY
N

Tablica 1. Rezultati progiba nosaca pri povecanju opterecenja (analiticki postupak)

Tabli¢ni rezultati su prikazani u dijagramu P — A (sila — deformacija) pomoc¢u Microsoft Excel

programa. Vidljivo je da je rast progiba linearno proporcionalan rastu opterecenja.
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P - A (analiticki)
12
11
10
8 9
g 8
L 7
()]
2 6
o
= 5 .
] =P - A (analiticki)
x 4
&
3
2
1
0
Q N 9 AN O 9 ™
DY AY L0V Y > A AN QY (O AY o o
NPT BT PN AT o WV o N0 WP A AV
Progibi (mm)

Dijagram 1. Prikaz rasta progiba pri povecanju opterecenja (analiticka analiza)

Nakon analiticke analize konkretnog numerckog primjera, isti primjer s jednakim ulaznim
podacima se proracunao u programu SCIA Engineer. Cilj toga namje usporedba analitickog i
linearnog proracuna za siti element s istim karakteristikama i opterecenjima.

Pomocu linearnog prora¢una smo dobili podatke prikazane u Tablici 2.

18,9
37,7
56,6
75,5
94,4
113,2
132,1
151,0
169,8
188,7
207,6
226,5

OO N0 B WIN -

[ BN
o

-
-

[Eny
N

Tablica 2. Rezultati progiba nosaca pri povecanju opterecenja (linearni postupak)

Za tabli¢ne podatke linearne analize takoder se kreireao dijagram P — A (Dijagram 2).
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P - A (linearno)
12
11
10
(1]
= 9
N
o 8
s 7
Q.
o 6
8 5
j‘_g 4 =P - A (linearno)
3
2
1
0
Q A N
D A O \?) ™1 Vo \2) OV b AV O
NPT YT QT AT o Wt ot N ) &P Y
progib (mm)

Dijagram 2. Prikaz rasta progiba pri povecanju opterecenja (linearna analiza)

Vidljivo je da su dijagrami analiticke 1 linearne analize jako sli¢ni zbog toga $to im se iznosi
dobivenih progiba razlikuju za otprilike 1% S$to je povoljno te zna¢i da su nam analize to¢ne i
mjerodavne.

Te razlike i medusobnog odstupanja dobivenih vrijednosti su prikazani u Dijagramu 3.

12

11

10

9
s 8
g 7
()]
g 6
§' 5 P - A (linearno)
g 4 P - A (analiticki)
= 3

2

1

0

20 A7 oY o o R @Q@N@‘%@\?@b‘,{@?‘
progib (mm)

Dijagram 3. Usporedni prikaz analiticke i linearne analize progiba
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Iz dijagrama je vidljivo dobro poklapanje rezultata §to je i ocekivano s obzirom da je u
numerickom proracunu podrazumijevano linearno elasticno ponasanje materijala. U
broj¢anim rezultatima se vidi malo neslaganje, koje je isklju¢ivo posljedica izabranog

iterativnog postupka u numeri¢kom programu Scia Engineering.
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5. ANALIZA NAPREZANJA NOSACA PRI SAVIJANJU

Nosac je simetriénog popre¢nog presjeka (simetriCan je u odnosu na os z i na 0s ).
Neutralna os tako prolazi teziStem popre¢nog presjeka koje se nalazi u sredini nosaca.
Posto imamo jednoliko kontinuirano optere¢enje u jednoj ravnini (XZ ravnina), to znaci da
dolazi do ravnog savijanja te ¢emo imati linearno rasporedeno naprezanje po presjeku. U
gornjoj zoni ¢e se javiti tlacno, a u donjoj zoni vla¢no naprezanje istog iznosa. Kako nam je
naprezanje linearno to znaci da ¢e u neutralnoj osi 0no iznositi nula.

Normalna naprezanja ¢emo prvo izracunati pomocu analitickog izraza:

Oy = X gy = BN . 57 em = 7,94 -~ = 79,4 MPa (5.1)
IYRed 606,2 cm cm

Analiza naprezanja nosaca je napravljena u programu SCIA Engineer te su rezultati prikazani

na Slici 8.

9.4
a0.0 I
50.0

40.0
30,0
20,0
10.0 (—~

0.0
-10.0 I
-20.0

-30.0
-40.0
| -50.0
-60.0
-4

ox (1D/2D) [MPa]

Slika 8. Prikaz analize naprezanja u SCIA Engineer
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Radi jasnije predodzbe raspodjele naprezanja po poprecnom presjeku nosaca, rezultate cemo

prikazati sa dijagramima na samom popre¢nom presjeku (Slika 9).

0=79,4 MPa (tlak)

=)

F

o=79,4 MPa (vlak)

Slika 9. Prikaz linearne raspodjeljenosti naprezanja po presjeku

Zbog ravnog savijanja u ravnini XZ, dolazi do deformacije nosaca prilikom koje se javlja
tla¢no naprezanje (odnosno zbijanje Cestica materijala) u gornjoj zoni, te vlacno naprezanje
(Sirenje 1 rastezanje Cestica materijala) u donjoj zoni.

Zbog ranije spomenute simetri¢nosti, maksimalni iznosi naprezanja ¢e biti na rubnim

vlakancima 1 oni ¢e biti jednakog iznosa.
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6. ZAKLJUCAK

U ovom radu smo vidjeli kako je krutost materijala od velike vaznosti. To je
karakteristika koja odlikuje daljnje ponasanje materijala pri izlaganju nekom opterecenju.
Zbog toga je kontrola i uvjet krutosti neizostavan dio u prora¢unu konstruktivng elementa. U
drugom dijelu je prikazano kako progib izravno ovisi o krutosti.

Progib je pomak, odnosno deformacija konstrukcije koja je mjerodavna jedinica pri
dimenzioniranju elementa.

Prikazano je kako se pomocu raspisivanja diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije nosaca
dobije izraz za progib i kut zaokreta. Prikazana je analiticka i1 grafoanaliticka metoda gdje se,
pomoc¢u uspostavljanja rubnih geometrijskih i homogenih uvjeta moze dobiti progib i kut
zaokreta u proizvodljnom popre¢nom presjeku. Kod grafoanaliticke metode objasnjeni su
pojmovi stvarnih 1 fiktivnih nosaca te njihovih odnosa.

Da bi se bolje pojasnilo odredivanje progiba, napravljen je konkretni numericki primjer s
odabranim ulaznim podacima i karakteristikama, a isti primjer je proracunat u sofwareu SCIA
Engineer gdje su dobiveni identi¢ni rezultati.

Povecanjem optereCenja za odredene faktore u analiti¢koj analizi, iznosi progiba linearno
rastu, sto se potvrdilo i kod linearne analize u SCIA Engineer-u. Usporedivsi te rezultate
vidljivo je da su iznosi progiba kod analiticke i linearne analize gotovo jednaki. Zbog takvog
"idealnog"” linearno elasticnog ponasanja materijala, takav izraCun nam nije u potpunosti
mjerodavan vec se u stvarnosti primjenjuje nelinearan proracun.

U zadnjem dijelu je napravljena analiza optere¢enja gdje se vidi ravnomjerna i simetricna
raspodjela normalnih naprezanja po poprec¢nom presjeku nosaca.

Dakle, moZzemo vidjeti da su kontrola krutosti i analiza naprezanja zapravo obavezni uvjeti
koje pri projektiranju treba zadovoljiti. Svaka stavka za sebe je jako bitna i za svaku se,
inzenjerskim pristupom, pokusava naci kvalitetno rijeSenje. Takvo rjeSenje je oblikovano
svakim od tih uvjeta. Stoga se u praksi nastoji pronaci zajednicki odgovor na sve navedene

zahtjeve konstrukcije te ¢e istovremeno biti optimalan i prihvatljiv u svakom pogledu.
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