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Parametarska analiza utjecaja duljine nosaca ¢elicnog popre¢nog
presjeka izloZenog savijanju

SaZetak:

U ovom radu je analiziran utjecaj nacina pridrzanja i promjene duljine nosaca na veliCinu
maksimalnog progiba ¢eli¢nih nosaca izlozenih savijanju. U prvom dijelu rada su definirani svi
osnovni pojmovi potrebni za definiranje elasti¢ne linije, te pokazani nacini analitickog proracuna
maksimalnih progiba i kuta zaokreta tangente na elasti¢nu liniju nosaca izloZenih savijanju.
Analiza je provedena na Celicnom nosacu zadanog poprecnog presjeka i opterecenja. Potom je
isti nosa¢ analiziran racunalnim programom SCIA Engineering, te usporedeni dobiveni rezultati.
Na temelju provedenih parametarskih analiza izneseni su zakljucci.

Kljucne rijeci:

elasti¢na linija, kut zaokreta, progib, parametarska analiza

Parametric analysis of the influence of the beam length of a steel cross section exposed to
bending

Abstract:

In this paper, we analize the influence of the method of holding and changing length of the girder
of the maximum deflection of steel girders exposed to bending. The first part of the paper defines
all the basic concepts needed to define the deflection line. The analysis was performed on a steel
girder of a given cross section and load. After that, we did the numerical analysis with SCIA
Engineer.

The analysis was performed implying the linear elastic behavior of the material. Based on the
conducted calculations, conclusions were drawn.

Keywords:

Steel, stiffnes, deflection line, deflection, linearity
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1. UVOD

U ovom zavrsnom radu, u prvom dijelu ¢emo se dotaknuti teme krutosti, odnosno vaznosti

kontrole krutosti i progiba.

U prvom dijelu rada pokazana je matematicka formulacija elasti¢ne linije nosaca te progiba i
kuta zaokreta tangente na elasti¢nu liniju. U drugom dijelu rada pokazana je primjena analitickog

prorac¢una na zadanom nosacu celicnog poprecnog presjeka.

Nakon toga je nosacu iste duljine i popre¢nog presjeka mijenjano krajnje pridrzanje tako §to je
nosa¢ pretvoren u stati¢ki neodredeni sustav dodavajuci jedan upeti lezaj na jednom Kraju, a
zatim nosac koji ¢e biti upet s obje strane. Za Svaki nosa¢ izracunat je maksimalni progib te

nakon usporedbe dobivenih rezultata pokazan je utjecaj razli¢itih nacina pridrzanja.

Nakon toga je svakom nosacu povecana duljina za 20%, 40% 1 60% te pokazana veza izmedu
povecanja duljina i veli¢ine maksimalnog progiba. Za sve primjere, nakon analitickog prora¢una
proveden je numericki prora¢un programom SCIA Engineer. Na temelju provedenih analiza i

usporedbi izvedeni su zakljucci.



2. ELASTICNA LINIJA NOSACA 1ZLOZENOG SAVIJANJU
2.1 Pojam elasti¢ne linije

Promotrimo Stap koji je opterecen vanjskim optere¢enjem (F). Optereéenje djeluje u ravnini xz
koja se smatra jednom od glavnih ravnina savijanja Stapa. Djelovanjem vanjskog opterecenja,
uzduzna os Stapa se deformira u ravnini djelovanja opterecenja, a popre¢ni presjeci se zaokrec¢u
oko neutralne osi pri ¢emu ostaju okomiti na savijenu os Stapa. Savijena (deformirana) uzduzna
os Stapa naziva se elasti¢na linija ili progibna linija nosaca.

Progib nosaca proizvoljnog poprecnog presjeka predstavlja pomak (w) teziSta proizvoljnog
popreénog presjeka iz tocke O1 u to¢ku Oz. Kut za koji se presjek zaokrene u odnosu na svoj
prvobitni polozaj se naziva kut zaokreta presjeka i oznacava sa ¢. Tangenta na elasti¢nu liniju u

tocki Oz zatvara kut s osi x koji je jednak ¢, kutu zaokreta presjeka, s$to je vidljivo iz:

:dw (x)

tgp="22 (1)
VA
01 I 01 ; ; B_ LU___,
7 0 : Wmax=f
Z . '
B’
y,V "z,w
0

Slika 1. Deformacija Stapa uslijed ravnog savijanja

U usporedbi s rasponom, progibi nosaca su jako mali, pa je i kut zaokreta tangente na elasti¢nu
liniju ¢ manji od 1 ° pa mozemo reci da je tgo~p. Zbog toga dobivamo da je kut zaokreta ¢(x)

jednak derivaciji progiba w(x) po apscisi presjeka:

o(x)= @

Odredivanje deformacija nosaca svodi se na odredivanje jednadzbe elasti¢ne linije nosaca w(x).



2.2 Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije nosaca

Elasti¢na linija moZe se promatrati kao graf funkcije koja je opisana djelovanjem opterecenja na
nosac i karakteristikama nosaca. Za slucaj Cistog savijanja, funkciju mozemo lako odrediti jer
nam je poznata zakrivljenost nosaca, pa vrijedi:
1 M,
= ©)
p ElL,
Na zakrivljenost Stapa, u op¢em slucaju savijanja djeluju moment savijanja M,, i poprecna sila
T,. Utjecaj poprecne sile ovisi o odnosu visine h i duljine 1. Kada je h<<lI, utjecaj poprecne sile
na zakrivljenost Stapa se moze zanemariti. Tada uzimamo da zakrivljenost elasti¢ne linije ovisi

samo 0 momentu savijanja M,, i savojnoj krutosti ET,,.

1 aw
Matematicki izraz za zakrivljenost krivulje: s =4 4)

(@]

d2w
A M.
Ako usporedimo izraze (3) i (4) dobijemo: —Z— =t (5)
[1+(%)°] y

Ovaj izraz je nelinearna diferencijalna jednadzba drugog reda i iz nje se mogu odrediti progibi i

kutevi zaokreta u bilo kojem presjeku nosaca. Samo rjeSavanje ove jednadzbe je teSko pa c¢emo

s . (d - , .. (d o
se ograniciti na male progibe (%) 2 << 1liuizrazu (5) éemo zanemariti (d—:) 2 i dobijemo
pojednostavljenu diferencijalnu jednadZbu elasti¢ne linije nosaca koja glasi:

2
d“w My

=+ 6)

> T
dx El,

Dobivena jednadzba je linearna diferencijalna jednadzba drugog reda. Kod njezinog rjeSavanja
moZemo primijeniti princip superpozicije. To znaci da se ukupni progib 1 ukupni kut zaokreta

dobivaju zbrajanjem rezultata od pojedinacnih utjecaja.

Izrazi koji povezuju optereCenje q, momente savijanja M,, i poprecnu silu T, su:




M,

Y _T
dx d

2
a*My _

dax? _q (7)

Diferencijalne zavisnosti pri savijanju glase:

d*w

d
TZ ES ——(Elyw)

dx

d? d?w

q = E(Ely dxz) (8)

2.3 Analiticka metoda odredivanja elasti¢ne linije nosaca konstantnoga presjeka

Analiticka metoda kojom se odreduje kut zaokreta @(x) 1 progib w(x) sastoji se od uzastopnog

integriranja diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije.

v M ©)
dx?  El,

Izraz za kut zaokreta ¢(x) dobije se prvim integriranjem

w M
o)==~ gl(;‘) dx + C (10)

Kada ponovno integriramo dobijemo izraz za progib(w)

w(x)=-[ dx fMg](;) dx + Cx + D (11)




Konstante integracije C i D odreduju se iz rubnih uvjeta, tj. iz uvjeta u¢vrséenja Stapa na
krajevima. Ako je $tap upet na krajevima, progibi i kut zaokreta su jednaki nuli.
w(0)=0, ¢(0)=0 (12)

Ako je nosac zglobno oslonjen na krajevima, progibi nad osloncima jednaki su nuli.
w(0)=0, w(l)=0

Za svaki nosa¢ mogu se postaviti dva uvjeta koji se izrazavaju progibom (W) i kutom zaokreta

(¢ ) koje su geometrijske veli¢ine i zato se ti uvjeti nazivaju geometrijskim uvjetima.

Za zadano opterecenje q(x), jednadzbu elasti¢ne linije dobiti ¢emo uzastopnim integriranjem

jednadzbi (8). Nosac je konstantne krutosti E/,, pa dobijemo:

4

w
EIyW =q(x)

d3w
Elyﬁ=fq@€) dx +Cl

d?w
Elywzfdqu(x) dx +Cix +C,

dw 1 5
Elyazfdxfdqu(x) dx +§Clx + Cyx + C3

EL,w = [dx [ dx [ dx [ q(x) dx +%Clx2 +%sz2 + C3x + Cy (13)

Konstante integracije Ci1, C2, C3, C4 odreduju se iz rubnih uvjeta koji ovise o nacinu u¢vrséivanja

krajeva nosaca i o vanjskom opterec¢enju koje djeluje na krajevima nosaca.
Za upeti presjek, progib i kut zaokreta su nula, pa su rubni uvjeti:
w(0)=0 , ¢(0)=0 (14)

Gdje je slobodni kraj Stapa, ne znamo ni progib, ni kut zaokreta. Zato rubne uvjete postavljamo

za moment M,, i poprecnu silu Tz. Rubni uvjeti glase:



w"()=0, w"(1)=0 (15)
Te uvjete nazivamo statickim uvjetima jer ih izrazavamo momentom My i popre¢nom silom Tz.

Ako je nosa¢ zglobno oslonjen na krajevima, progibi i momenti savijanja u krajnjim presjecima

su jednaki nuli:
w(0)=0, w"(0)=0 (16)
w(l)=0, w"(1)=0 @an

Takvi uvjeti se nazivaju mijeSanim uvjetima jer u sebi sadrze i geometrijske 1 staticke veliCine.



3.NUMERICKI PRIMJERI

Analitickim primjerima odrediti ¢emo diferencijalnu jednadzbu elasti¢ne linije nosaca, a
zatim integracijama dobiti iznos maksimalnog progiba. Isti postupak ponoviti ¢emo za svaki
nosac¢, koji je iste duljine i poprecnog presjeka, samo razli¢itog pridrzanja. Nakon S$to
izraCunamo maksimalni progib za svaki od ovih nosaca, usporediti ¢emo dobivene rezultate.
Potom ¢emo svakom nosacu povecati duljinu za 20%, 40% i 60% te provesti isti postupak

kako bismo mogli usporediti sve dobivene rezultate.

Postupak ¢emo provesti ¢elicnim nosacem I presjeka, to¢nije HEA 120. Nosac je duljine 5m,
a na njega djeluje kontinuirano optere¢enje g= 12 kN/m i koncentrirana sila P=7 kN. Koristiti
éemo ¢elik S275. Modul elastiénosti iznosi 210 000 MPa, tj. 21 000 kN/cm? Moment

tromosti za ovaj popreéni presjek iznosi 1,=606,2 cm* .

P
1
Ly VI wW 7l T ]
SVANE AN
¢ I/2 pi¢ I/2 »
4
—
J ] vl 1
L
14 I/2 Bl li2 »
|P
)
A 24
1/2 1/2

x
3
¥

Slika 2. Numericki primjeri

Nosac je opterec¢en koncentriranom silom i raspodijeljenim optere¢enjem i uzrokuje moment koji
iznosi Mmax=46.25 KNm. Iz priloZzenog vidimo da je najve¢i moment na sredini raspona, pa

znamo da ¢e nam na tom mjestu biti 1 najveéi progib.

Prikazan je poprecni presjek nosaca (Slika 3) HEA 120. Sve dimenzije koje su prikazane su
izrazene u milimetrima. Vidimo da je nosac simetriCan na y 1 z os, pa mozemo lako odrediti

neutralnu os koja prolazi tezistem presjeka. T(6 ; 5,7). Na nosacu poprecnog presjeka HEA 120

7



napraviti ¢emo analizu naprezanja i izracunati koliko iznose naprezanja koja se javljaju. Zbog
ravnog savijanja u ravnini, dolazi do deformacija nosaa i u gornjoj zoni se javlja tlacno
naprezanje, a u donjoj zoni vla¢no naprezanje. Zbog simetri¢nosti, maksimalni iznosi naprezanja

nalaze se na rubovima i jednakog su iznosa.

HEA 120

120

N

57.5

114
98

A4

Slika 3. Poprecni presjek nosaca (HEA 120)

Mugz  _ 46,25 100 kNem
L, 7 606,2 cm*

o=

- 5,7 cm = 43,49 kN /cm? = 434,88 MPa

2
0=43.49 kN/em™ (tlak)

N.O. >
Yt

o=43.49 kN/cm2 (vlak)

Zt

Slika 4. Prikaz linearne raspodjele naprezanja po presjeku



3.1. Analiza utjecaja promjene duljine nosaca na veliinu progiba

3.1.1 Analiza zadanog stati¢ki odredenog nosaca s pocetnom duljinom I

U ovom primjeru analiziran je zadani nosa¢ opterec¢en koncentriranom silom P =7 kN i jednoliko
raspodijeljenim optereenjem q= 12 kN/m, kako je prikazano crtezom. Kao §to je prethodno
navedeno poprecni presjek nosaca je HEA 120. Zadani sustav je staticki odreden, a u nastavku je
pokazan analiti¢ki proracun elasti¢ne linije zadanog nosaca te veli¢ina maksimalnog progibna, i

kutova zaokreta tangente na elasticnu liniju nosaca uz lezajeve A i B.

HEA 120

120

Slika 5. Prikaz analiziranog nosaca

P=7 kN =12 kN/m
ARARARARARARRARARARARARRRRANARA AR AARARA AR AR RS AR AR AR AR AR AN ARARA AR ANARA AN
E\\\ \\\\\\\\ W max __"Z ”””” ///_
RaT T
! 25 ’ Rb
5 .

Slika 6. Postavljanje uvjeta za odredivanje progiba

Ra=Rp=33.5 kN
g= 12kN/m



P=7KkN

Funkcija momenta savijanja u bilo kojem presjeku x duz nosaca se moze definirati kao:

My(X)= Ra'x — P(x-2.5) - q-xz—z, naravno uz napomenu da vrijedi za svaki (x-a)>0

Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije glasi:

d*w
E'Iy' =
dx?

-My(x)= -Rax + P(x-25) + g5
Ely 2= Ry L +PE2D gl i

2.5)3
E-ly-w= -Ra-> +P% q-’z‘—4+c-x+D

Integracijske konstante ¢emo odrediti iz rubnih uvjeta nosaca
— x=0; w=0 — D=0

— x=5m; w=0 — C=?
0= RA—+P(525) +gs +C5+0

o:-33.5- 7(525)+12 —+C-5+0

5-C=367.19
C=73.44
Polozaj maksimalnog progiba (Wmax) definiran je nagibom tangente na elasti¢nu liniju.

X=2.5m

wmax:ﬁ(-ss.s-z'— +7 M+ 12251 4 73.44-2.5 +0)
Winex :115.89-103-10003
210000-606.2:10*
Wmax =91.04 mm
Analiti¢kim postupkom i to koriste¢i Metodu pocetnih parametara smo dobili da maksimalni
progib Wmax iznosi 91.04 mm.

2
Kut zaokreta iznosi:  E-ly 9= -RA~x7+ p&a=23- 25) q

(RA +P(x 25)

EbI

+qZ + C)=1.963 10~ rad

Kut zaokreta iznosi 1.963- 1073 rad.



3.1.2 Parametarska analiza utjecaja duljine nosaca
Kako bi se provela parametarska analiza utjecaja duljine nosaca na progib u nastavku su duljine
zadanog prethodno analiziranog nosaca povecane:
a) za20%
b) za40%
c) za60%

a) Povecanje duljine nosaca za 20%

Ra=Rs= 39.5 kN
Q= 12kN/m
P=7kN

Funkcija momenta savijanja u bilo kojem presjeku x duz nosaca se moze definirati kao:

My(x)= Rax — P(x-3.0) - q~xz—2, naravno uz napomenu da vrijedi za svaki (x-a)>0

Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije glasi:

E-ly 2= My(x)= Rax + P(x-3.0) + -2

3
Ely—-RA +p U207, g +C

3
E-lyw=-Ra = P(" 2D g +CX+D
Integracijske konstante ¢emo odrediti iz rubnih uvjeta nosaca
— x=0; w=0 — D=0

— x=6m ; w=0 — C=?

0=-Ra —+P(6 3)3+q -+ C6+0

0=-395-& +7<6 H° +12 +CG+0
6-C=742.5
C=123.75

PoloZaj maksimalnog progiba (wWmax) definiran je nagibom tangente na elasti¢nu liniju.

x=3.0m

11



Wmax—

—(-305% ~+ 707071122 4 123.75:3 +0)

W = 234-10%-10003
maX = 10000-606.2-10*

Wmax =183.81
Analitickim postupkom dobili smo da maksimalni progib Wmax iznosi 183.81 mm. Dakle za
staticki odreden sustav (prosta greda) progib na nosacu jednakih materijalnih i geometrijskih

karakteristika se uslijed povecanja raspona za 20% povecao 2 puta.

b) Povecanje duljine nosaca za 40%
U analizi koja slijedi duljina nosaca iznosi 7 m, a sve ostale karakteristike i optere¢enje

nosaca su jednake onima iz prethodna 2 primjera.
Ra=Rg=45.50 kN
Q= 12kN/m

P=7KkN

Funkcija momenta savijanja u bilo kojem presjeku x duz nosaca se moze definirati kao:

2
My(x)= Rax — P(x-3.5) - q%, naravno uz napomenu da vrijedi za svaki (x-a)>0
Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije glasi:

E1y LY My(0= -Rax + P(x-35) + 0

2 2
E'|y'Z—V:: -RA‘%+P(’C 3.5) +q —+C

(x-3.5)3

3
E-lyw= -Ra>-+P + q-’2‘—4 +C-x+D

Integracijske konstante ¢emo odrediti iz rubnih uvjeta nosaca
— x=0; w=0 — D=0

—x=7m; w=0— C=?

0=-RaZ+P T2 g Z 4 €740
6 24

0=-45502 + 7729 127 4 €7 40
6 24
7-C=1350.56

12



C=192.94
Polozaj maksimalnog progiba (Wmax) definiran je nagibom tangente na elasti¢nu liniju.

x=3.5m

1
Ep-Ip

(45.50-2 +7 G329y 15,35 4 192 94-35 +0)

Wmax=

_425.19-103-10003

W S —
MaX =>10000-606.2-10*

Wmax =334.00 mm
Analitickim postupkom dobili smo da maksimalni progib Wmax iznosi 334.00 mm $to je 3,67 puta
viSe u donosu na progib nosaca pocetne duljine, (0odnosno 1,817 puta u odnosu na prethodno

analizirani nosac s poveé¢anjem duljine od 20%).

C) Povecéanje duljine nosaca za 60%
U analizi koja slijedi duljina nosaca iznosi 8 m, a sve ostale karakteristike i optere¢enje

nosaca su jednake onima iz prethodna 3 primjera.

Ra=Rg=51.50 kN
g= 12kN/m
P=7kN

Funkcija momenta savijanja u bilo kojem presjeku x duz nosaca se moze definirati kao:

My(X)= Ra'x — P(x-4) - q-%, naravno uz napomenu da vrijedi za svaki (x-a)>0

Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije glasi:

d*w 2
o= My0)= -Rarx + P(c4) + -5

E'Iy'

x3

2 N2
E.|y.‘(11_VxV: -RA'% +P ("74)4. g+ C

Tew= -RaX 4 pED°, 02 L 6.
E-ly-w= RA6+P - +q24+Cx+D

Integracijske konstante ¢emo odrediti iz rubnih uvjeta nosaca

— x=0; w=0 — D=0

13



— x=8m ; w=0 — C=?
0= 'RA'ﬁ +P w.,. qi +C-8+0
6 6 24

0=-5150-2 +7 224 122 4+ -8 40
8:C=2272
C=284
PoloZaj maksimalnog progiba (Wmax) definiran je nagibom tangente na elasti¢nu liniju.
X=4m
Wmax=ﬁ(-51.50-§ #7802 122 4 984-4 +0)

_714.67-103-10003

W s —
MaX =~ 510000-606.2-10%

Wmax =561.40 mm
Iz pokazanog je jasno da s obzirom na pretpostavku o linearno elasti¢cnom ponaSanju materijala

povecéanja progiba uslijed poveéanja duljine su linearna i proporcionalna.

3.2.1 Analiza zadanog staticki neodredenog nosaca s po¢etnom duljinom 1

HEA 120

120

N{

57,5

114
98

P=7kN q=12 kN/m

Slika 7. Prikaz analiziranog nosaca

14
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———— J—
—_ P
i ST s A

g P=7 kN q=12 kN/m

] Moo

Slika 8. Postavljanje uvjeta za odredivanje progiba
Analiza naprezanja

Minax _ 43,93+100 kNem

= : 5,7 = 41,31 kN 2 =413,1 MP
o I, y 606.2 cm? 57cm , 31 kN /cm 3, a
o3 WNem (V)
N.O. .
Yt /é
\ Q@
0= 41,31 kKN/em? (tlak)
¥z
Slika 9. Prikaz linearne raspodjele naprezanja po presjeku

Ra=42.29 kN
Rg=24.71 kN
Ma=43.93 kNm
g= 12kN/m

P=7KkN

15



Ra=2-q-1=2-12-5=375kN
Re=2-q-1=2-12-5=225kN
x=0.4215-1=0.4215-5=2.1075 m

14 12-5%103-10003
Winax=Wq= —— = = 31,84596 mm

185-E-1  185-210000-606.2-10%

Raz2.p=2.7 —481kN
16 16
5 5

Re=—-P =—~.7 =219 kN
16 16

x=0.447-1=0.447-5=2.235 m

P13 7-53-103-10003
48+/5-E'1  48+/5-210000:606.2:10%

Wmax=Wp=

Ra=37.5+4.81=42.3 kN

Rg=22.5+2.19=24.7 kN
Wmax=Wp+ Wq = 31,84596 mm + 6,4039 mm = 38,25 mm

= 6,4039 mm

Maksimalni progib Wmax iznosi 38,25 mm $to iznosi svega 42,01 % progiba nosaca koji ima sve

jednake karakteristike osim nacina pridrZanja.

a) Povecanje duljine nosaca za 20%

16



Ra=49.79 kN
Rg=29.21 kN
Ma=61.74 kNm
g= 12kN/m
P=7kN

AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR RRAA R AR AR AR A AR ARRARRAANRRARA AR AR A RAARRARE

g g=12 kKN/m

RaT TRb

Ra==-q-1=2-12-6 = 45 kN
Re=2-q-1=2-12-6 =27 kN

x=0.4215-1=0.4215-6=2.529 m

ql* _ 12-6*10%-10003
185-E-]  185-210000-606.2:10%

Wmax=Wgq= = 66,0358 mm

Ra=22.p=2.7 = 481kN
16 16
5 5

Re=—-P =—~.7 =219 kN
16 16

x=0.447-1=0.447-6=2.682 m

Pz 7-63-103-10003
48V5-E-1  48+/5-210000-606.2:10%

Wmax=Wp= = 11,066 mm
Ra=45+4.81=49.8 kN

Rg=27+2.19=29.2 kKN

17



Wmax=Wp+ Wq= 66,0358 mm + 11,066 mm = 77,10 mm
Maksimalni progib Wmax iznosi 77,10 mm §to je dvostruko veci progib u odnosu na nosaé

pocetne duljine.

b)Povecanje duljine nosaca za 40%

Ra=57.29 kN
Rg=33.71 kN
Ma=82.57 kNm
g= 12kN/m
P=7kN

q=12 kN/m
gll]llllllllllll RN ARAARRRRRRRARRRAARRRRRRA AR AARARRR AR AR RARR AR AARRRRRRAA AR ARARRRRAARAR)

RﬂT TRb

Ra=2-q-1=2-12-7 = 52.5 kN

Re=2-q-1=2-127 = 315 kN

x=0.4215-1=0.4215-7=2.951 m

_ ql* 12:74-103-10003
Wq =
185-E-1  185:210000:606.2:10%

= 122,3394 mm

Wmax=

Raz22.p=2.7 —481kN
16 16

Re=— P =—-7 =219 kN
16 16



X=0.447-1=0.447-7=3.129 m

Pz 7-7%-103-10003
48-V5-E-1  48+/5-210000-606.2:10%

Wmax=Wp= =17,5724 mm

Ra=52.5+4.81=57.3 KN

Rg=31.5+2.19=33.7 kN

Wmax=Wp+ Wq=122,3394 mm + 17,5724 mm = 139,91mm

Maksimalni progib Wmax iznosi 139,91 mm $to iznosi 265,78 % progiba nosaca pocetne duljine 1

1 istog pridrzanja.

C)Povecanje duljine nosaca za 60%

RaA=64.80 kN
Rg=38.20 kN
Ma=106.37 kNm
g= 12kN/m
P=7KkN

g=12 kKN/m

RaT TRb

Ra==-q-1=2-12-8 = 60 kN
Re=--q-l=2-12-8 =36 kN

x=0.4215-1=0.4215-8=3.372 m

qgl* _ 12-8*103-10003
185-E-]  185:210000-606.2-10%

Wmax=Wq= = 208,7057 mm

19



Raz2-p=2.7 —481kN
16 16
5 5

Re==~-P =—-.7=219kN
16 16

x=0.447-1=0.447-8=3.129 m

P13 7-83:10%-10003
48+/5-E'1  48+/5:210000:606.2:10%

Wmax=Wp= = 26,2305mm

Ra=60+4.81=64.8 kN

Rg=36+2.19=38.2 kN
Wmax=Wp+ Wq = 208,7057 mm + 26,2305 mm = 234,94mm
Maksimalni progib Wmax iznosi 234,94 mm $§to iznosi 514,22 % progiba nosaca pocetne duljine 1

1 istog pridrzanja.

3.3.1 Analiza zadanog staticki neodredenog nosaca s poc¢etnom duljinom

Slika 10. Prikaz nosaca

29.38 kNm 29.38 kNm

——}

16.88 kNm
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Slika 11. Momentni dijagram

q=12 kN/Q

Mb

T Too

Slika 12. Postavljanje uvjeta za odredivanje progiba

Ra=33.5 kN
Rg=33.5 kN
Ma=29.38 kNm
Mg=29.38 KNm
g= 12kN/m
P=7kN

Funkcija momenta savijanja u bilo kojem presjeku x duz nosaca se moze definirati kao:

2
My(X)=- Ma-x%+ Ra-x — P(x-2.5) - q%, naravno uz napomenu da vrijedi za svaki (x-a)>0

Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije glasi:

EIy —-My(x) Ma-x? - RAx+P(x25)+q—

E-ly2l= Max-Ra P(“S) q-%+C

o= M XD x=25)3 xt o~
EIyW—MA RA6+P "2+ g2+ Cx+D

Integracijske konstante ¢emo odrediti iz rubnih uvjeta nosaca
— x=0; w=0 — D=0

—x=5m; w=0 — C=?

0=MaZ RaZ+PEZD 1 g2 4 540

02938—-335 +7(525)+12 —+C5+0

5:C=0.0625
C=0.0125



Polozaj maksimalnog progiba (Wmax) definiran je nagibom tangente na elasti¢nu liniju.

X=2.5m
Wmae——(20.38- 25 3355 + 7 52297, 15.5° | 01255 +0)
Ep-Ip 2 6 6 24

24.13-103-10003

W -—
MaX ~>10000-606.2-10*

Wmax =18.95 mm

Maksimalni progib Wmax iznosi 18,95 mm §to je 20,78% progiba staticki odredenog nosaca koji
ima sve jednake karakteristike osim nacina pridrzanja 1 49,46% progiba staticki neodredenog

nosaca s dva stupnja manjom statickom neodredenosti.

a)Povecanje duljine nosaca za 20%

Ra=39.50 kN
Rg=39.50 kN
Ma=41.25 kNm
Mg=41.25 KNm
g= 12kN/m
P=7kN

Funkcija momenta savijanja u bilo kojem presjeku x duz nosaca se moZe definirati kao:

My(X)=- Ma-x%+ Ra-x — P(x-3.0) - q~xz—2 , haravno uz napomenu da vrijedi za svaki (x-a)>0

Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije:

E Iy == My(X) MA XO RAX+P(X30)+q_
E-ly-&= Ma-x-Ra- +P@ q-x—+C
3
Elyw_MA—-RA—+P(“°’+q —+Cx+D

Integracijske konstante ¢emo odrediti iz rubnih uvjeta nosaca
— x=0; w=0 — D=0

—x=6m ; w=0 — C=?

0=MaZ RS +P 2001 g2 4 €640

04125—-3950 +7(6Z°)+12 +C6+0
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6-C=0.0
C=0.0
Polozaj maksimalnog progiba (wmax) definiran je nagibom tangente na elasti¢nu liniju.

x=3.0m

Wmax—

-(41.25 —-3950 +7(3 9’4 122 + 0 +0)
24

W _48.38:103-10003
maX = 10000-606.2-10*

Wmax =38.00 mm

Maksimalni progib Wmax iznosi 38,00 mm $to je za 100,85 % vise od progiba nosaca pocetne

duljine 11 istog pridrzanja.
b)Povecanje duljine nosaca za 40%

Ra=45.50 kKN
Rg=45.50 kN
Ma=55.12 kNm
Mg=55.12 kNm
g= 12kN/m
P=7kN

Funkcija momenta savijanja u bilo kojem presjeku x duz nosaca se moze definirati kao:

My(x)=- Ma-x%+ Ra-x — P(x-3.5) - q-g, naravno uz napomenu da vrijedi za svaki (x-a)>0

Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije glasi:

T My(X)= Max -Rax + P(x-3.5) + q-=-

E-ly =
Y axz

Erly 2= Marx-Ra o+ PE20y gt C

W= Mas RS 4 p &35
E|yW—|\/|A2 RA6+P p

+ q-’zc—4 +C-x +D

Integracijske konstante ¢emo odrediti iz rubnih uvjeta nosaca
— x=0; w=0 — D=0

—x=7m; w=0 — C=?
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3
0=MaZ RaZ+P 2200 g7 4 740

0=55.12 -Z -45.50 -2 +7(7 25) +12—+c7+o
7-C=0.1225
C=0.0175

Polozaj maksimalnog progiba (wmax) definiran je nagibom tangente na elasti¢nu liniju.

x=3.5m

(55 12 -2 -45 50-2> + 7

(3.5-3.5)3
Wmax— e

3.5%
+ 12-Z +0.0175-3.5 +0)

W _87.57-10%-10003
MmaX = 10000-606.2-10*

Wmax =68.79 mm

Maksimalni progib Wmax iznosi 68,79 mm §to je za 263,58 % vise od progiba nosaca pocetne

duljine | i istog pridrZanja.

C)Povecanje duljine nosaca za 60%

Ra=51.50 kN
Re=51.50 kN
Ma=71 KNm
Mg=71 KNm
g= 12kN/m
P=7kN

Funkcija momenta savijanja u bilo kojem presjeku x duz nosaca se moze definirati kao:

2
My(X)=- Ma-X%+ Ra-x — P(x-4) - q-x?, naravno uz napomenu da vrijedi za svaki (x-a)>0

Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije:

E"v"l?f:- My()= MaxX® -Ra-x + P(x-4) + g
Erly 2= Max-Ra -+ P &2 g2 4 C
E-lyw= MA-"7 -RA-% +P (’“T‘”+ gL+ Cx+D
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Integracijske konstante ¢emo odrediti iz rubnih uvjeta nosaca
— x=0; w=0 — D=0
— x=8m ; w=0 — C=?
0=MaZ RaZ+P 24 g 22 1+ 840
0=71-2 5150 4784 120 4 cg 40

8-C=0

C=0
Polozaj maksimalnog progiba (Wmax) definiran je nagibom tangente na elasti¢nu liniju.

X=4m
-1 nE. L7689 L
Wmax_ﬁ(n 5 -51.50 —+ 7 ——+ 12—+ 0-4 +0)

_146.67-103-10003
210000-606.2-10%

Wmax =115.21 mm

Wmax

Maksimalni progib Wmax iznosi 115,21 mm $to je za 508,93 % vise od progiba nosaca pocetne

duljine 11 istog pridrzanja.
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4. NUMERICKA ANALIZA PROGRAMOM SCIA ENGINEER

U ovome dijelu ¢emo napraviti numeri¢ku analizu prethodnih nosaca u programu Scia Engineer.

Sustavi su diskretizirani jednodimenzionalnim (1D) kona¢nim elementima, s definiranim materijalnim
karakteristikama za poprecni presjek HEA120 i celik S275 . Opterecenje je jednako tj jednoliko
raspodijeljeno g=12 kN/m' te koncentrirana sila P= 7kN. U ovom prvom dijelu analiza je provedena

podrazumijevajuéi linearno-elastican materijal, i konstantno opterecenje a varirana je duljina nosaca.
Linearna analiza

U prvom dijelu rada za zadano opterecenje analitiCkim postupkom smo dobili maksimalni progib koji
iZnosi Wmax =91.04 mm. U ovome dijelu ¢emo faktorizirati optereéenje za zadane faktore opterecenja,
koji su: 0.0;0.5;1.0; 1.5; 2.0; 2.5; 3.0. Rezultate ¢emo potom prikazati pomocu P- A (optere¢enje- pomak)

dijagrama.

Faktor opterecenja Pomak (mm)

0.0 0.0

0.5 45.52
1.0 -

1.5 136.56
2.0 182.08
2.5 227.6
3.0 273.12

Tablica 1. Progibi nosaca za razliCita povecanja opterecenja

P-A

3.5

Faktori opterecenja
= N
= %] N %] w

©
"

o

0 50 100 150 200 250 300
Progibi (mm)
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Slika 13. Dijagram odnosa porasta opterecenja i pomaka
Iz dijagrama mozemo vidjeti da je rast opterecenja linearno proporcionalan rastu progiba.

Nakon §to smo prikazali odnos opterecenja i pomaka za konkretan numericki primjer, isti primjer nosac
¢emo proracunati u programu SCIA Engineer i ponoviti postupak. Progib za isti nosa¢ kojeg smo dobili
linearnom analizom u programu SCIA Engineer iznosi Wmax= 92 mm. Ponovit ¢emo postupak i
faktorizirati cemo opterecenje za zadane faktore opterecenja, koji su: 0.0;0.5;1.0; 1.5; 2.0; 2.5; 3.0.

Rezultate ¢emo potom prikazati pomocu P- A (opterecenje- pomak) dijagrama.

Faktor opterecdenja Pomak (mm)
0.0 0.0
0.5 46
1.0 92
1.5 138
2.0 184
2.5 230
3.0 276

Tablica 2. Progibi nosaca za razli¢ita povecanja optereenja (linearrna analiza)

P- A

3.5

Faktori opterecenja

0 50 100 150 200 250 300
Progibi (mm)

Slika 14. Dijagram odnosa porasta opterecenja i pomaka

Mozemo vidjeti da su oba dijagrama, dijagram prikaza odnosa porasta opterecenja i pomaka analiticke
analize i dijagram prikaza odnosa porasta opterec¢enja i pomaka linearne analize, vrlo sli¢ni. Razlikuju s

u svega 1% te mozemo re¢i da nam se analize poklapaju i da su tocne.

a

€
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4.1. Analiza ponaSanja nosaca podrazumijevajuci materijalnu linearnost

4.1.1 Analiza zadanog staticki odredenog nosaca s poc¢etnom duljinom 1

Name CS2
Type HEA120
Source description Profil Arbed / Structural shapes / Edition Octobre 1995
Item material S 275
Fabrication rolled
Flexural buckling y-y b
Flexural buckling z-z c
Lateral torsional buckling Default
Use 2D FEM analysis *
z
A [m?] 2.5300e-03
Ay, z [m?] 1.8775e-03 6.1698e-04
ly, z [m'] 6.0600e-06 2.3100e-06
1w [mf], t [m] 6.4719e-09 5.9900e-08
W,y z [m?] 1.0600e-04 3.8500e-05
Wy ¥ 2 [m] 1.1958e-04 5.8750e-05
dy z[mm] 0 0
¢ YUCS, ZUCS [mm] 60 57
a [deg] 0.00
AL, D [m%m] 6.7700e-01 6.7730e-01
M, + - [Nm] 3.29e+04 3.29e+04
M, + - [Nm] 1.62e+04 1.62e+04
IName 5275
Code independent
Material type Stee
Thermal expansion [m/mkK] 0.00
Unit mass [kg/m~"3] 7850.0
E modulus [MPa] 2.1000e+05
Poisson coeff. 03
Independent G modulus
G modulus [MPa] 8.076%e+04
Log. decrement (non-uniform... 0.15
Colour |
Thermal expansion (for fire r..  0.00
Specific heat [J/gK] 6.0000e-01
Thermal conductivity [W/mK]  4.5000e+01
Price per unit [€/kg] 1.00
Material behaviour for n...
Material behaviour Elastic =
EC3
Ultimate strength [MPa] 430.0
Yield strength [MPa] 275.0

Thickness range

Slika 15. Materijalne i geometrijske karakteristike nosaca
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92.0mm

Slika 16. 1znos progiba dobiven u Scia Engineer
Progib dobiven u Scia Engineer iznosi 92,00 mm i poklapa se s iznosom progiba koji smo
izraCunali analitiCkom metodom.
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4.1.2Analiza zadanog staticki neodredenog nosaca s poc¢etnom duljinom |

Slika 17. 1znos progiba dobiven u Scia Engineer
Progib dobiven u Scia Engineer iznosi 39,1 mm i poklapa se s iznosom progiba koji smo
izracunali analitickom metodom.

4.1.3 Analiza zadanog staticki neodredenog nosaca s poc¢etnom duljinom |
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Slika 18. Iznos progiba dobiven u Scia Engineer
Progib dobiven u Scia Engineer iznosi 19,9 mm i poklapa se s iznosom progiba koji smo

izra¢unali analiti¢kom metodom.

Analizirani
nosaci

y q
I AR

2 2

q

{2

Maksimalni progibi

Pocetna
duljina l

92 mm

39,1 mm

19,9 mm

Povecanje
duljine
nosaca za

20%

185,2 mm

78,3 mm

39,3 mm

Povecanje
duljine
nosaca za

40%

335,8 mm

141,4 mm

70,5 mm

Povecanje
duljine
nosaca za

60%

563,8 mm

236, 8 mm

117,5 mm

Tablica 3. Prikaz maksimalnih progiba
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5. ZAKLJUCAK

U ovome radu analiziran je ¢eli¢ni nosa¢ pocetne duljine 1=5m, a zatim smo istu analizu proveli
za povecanje duljine nosaca od 20%, 40% i 60%. Nakon toga smo napravili istu analizu za
razli¢ite vrste pridrzanja nosaca. Analizu smo izvrsili analitickim postupkom, a zatim i
numeri¢kim u programu Scia Engineer gdje smo dobili iste rezultate.

Rezultati zadanih analiza prikazani su dijagramom P- A .Povecanjem opterecenja za odredene
faktore u analitickoj analizi iznosi progiba linearno rastu, $to smo potvrdili i kod linearne analize
u programu Scia Engineer gdje smo dobili jednake rezultate. Rezultati se malo razlikuju zbog
zaokruZzivanja znamenki u analitickoj metodi.

Nakon svih provedenih analiza mozemo zakljuciti da pridrzanje nosaca ima veliki utjecaj na
progib nosaca. Najveci progib dobili smo kod prvog nosaca (proste grede), a kada smo nosacu
dodali jedan upeti lezaj na kraju, progib nosaca se smanjio. Najmanji progib nam daje nosa¢ koji
je upet s obje strane. 1z dobivenih rezultata vidljivo je da duljina nosaca utjece na progib nosaca,
povecanjem duljine, povecava se 1 progib nosaca.
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M%252C-A0OHd90X5tJCsM%252C %253BXZelXXISiDQIrM%252CM-
QnYENc70GzGM%252C %253B0bHjq9uVECch5SM%252CpDntkzbjfmsAIM%252C
%253BvclCa8Y8Q 17ZM%252CA2x0PVH6EN0IE6M%252C &vet=1&usg=Al4 -
kOxGQOd7CnQzhB7EirAt6z87bQhKA&sa=X&ved=2ahUKEwio9KecvrnwAhV1gfOH
HQArAIgQ9QF6BAJOEAE&biw=1536&bih=754#imgrc=tOhR2cXArDiNyM preuzeto:
8.5.2021.

V.Simi¢: Otpornost materijala 1, Skolska knjiga, Zagreb, 1.izdanje — 1992., 2.izdanje-
2001., 3.izdanje-2007.
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