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Sazetak

U ovome radu provedena je vibracijska analiza 2D mikropolarnog (Cosseratovog) kontinuuma
na numeri¢kim primjerima konzolne te obostrano upete ravninske grede. Za diskretizaciju
razmatranih sustava primjenjuju se novorazvijeni kvadratni izoparametarski 2D mikropolarni
konaéni elementi s Cetiri ili devet &vorova, pri ¢emu se za interpoliranje polja pomaka
razmatraju dvije vrste interpolacijskih funkcija temeljene na konceptu nepomic¢nog pola (fixed-
pole interpolacija): originalna i poboljSana (vezana interpolacija). Njihove konvergencijske
krivulje za prve dvije prirodne frekvencije razmatranih numeric¢kih primjera usporeduju se s
rezultatima dobivenim primjenom standarde Lagrangeove interpolacije gdje poboljSana fixed-
pole interpolacija uglavnom najbrze konvergira k to€nom rjesSenju.

Kljucne rijeci: Cosseratova elasticnost, mikropolarni kontinuum, MKE, fixed-pole koncept,
vezana interpolacija

ANALYSIS OF NATURAL FREQUENCIES IN A 2D MICROPOLAR
CONTINUUM

Abstract

The vibrational analysis of a two-dimensional micropolar (Cosserats’) continuum has been
presented in this paper through numerical examples of a cantilever and a double-clamped
planar beam. Newly developed quadrilateral 2D finite elements based on micropolar elasticity,
with four or nine nodes, have been used to discretize the considered beams. Two types of
fixed-pole interpolation have been applied to interpolate the displacement field: original and
enhanced (linked interpolation). Their convergence curves for the first two natural frequencies
of the analyzed numerical examples are compared with the results obtained using
conventional Lagrangian interpolation, where the enhanced fixed-pole interpolation generally
provides faster convergence.

Keywords: Cosserat elasticity, micropolar continuum, FEM, fixed-pole concept, linked
interpolation
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Analiza prirodnih frekvencija 2D mikropolarnog kontinuuma

1. Uvod

Klasi¢éna (Cauchyjeva) teorija elastiCcnosti moze vjerno opisati ponasanje homogenih
materijala, no eksperimentalno je pokazano da to nije slu¢aj kod materijala s izraZenijom
mikrostruktuom [1] kao &to je npr. pjena. Takoder, klasi¢na teorija ne moze obuhvatiti tzv.
size-effect fenomen koji je uo€en kod manjih uzoraka koji se pona$aju kru¢e od vecih uzoraka
istog materijala pri savijanju ili torziji [2]. Iz tog razloga su se razvile razne generalizirane teorije
kontinuuma medu koje spada i ovdje razmatrana mikropolarna (Cosseratova) teorija. U
klasi¢noj teoriji je statiCka interakcija izmedu dvije Cestice tijela opisana samo vektorom sila,
dok u mikropolarnoj teoriji postoji i dodatni vektor sprega. Kao rezultat proizlazi da u
mikropolarnoj teoriji postoje dva nesimetricna tenzora naprezanja, a s obzirom da postoje
dodatna momentna naprezanja, takoder postoji i dodatna kutna deformacija (zakrivljenost)
koja je definirana kao gradijent polja mikrorotacije [3]. Uvodenjem novog stupnja slobode
mikrorotacije dajemo svakoj Cestici orijentaciju. Bitno je napomenuti da je mikrorotacija
potpuno neovisna o polju pomaka i makrorotaciji koja iz njega proizlazi. Kako bi se mogao u
potpunosti opisati linearno-elastiCan izotropan centrosimetriCan mikropolarni materijal
potrebno je poznavati ukupno 6 medusobno neovisnih materijalnih parametara [4]: modul
elasti¢nosti E i Poissonov koeficijent n (koji su ve¢ poznati iz klasi¢ne teorije), faktor
povezanosti N, polarni omjer ¢ te karakteristicne duljine na savijanje Iv i torziju l.. Glavna
prepreka Sire primjene teorije u prakticne svrhe je nedostatak jedinstvenih i pouzdanih
procedura za odredivanje vrijednosti dodatnih mikropolarnih konstanti. |1z tog razloga je cilj
ovog istrazivanja razviti kvalitetne konacne elemente temeljene na mikropolarnoj teoriji koji ¢e
u konacnici sluziti kao pouzdani simulacijski alat za odredivanje mikropoalrnih parametara
putem inverzne numeric¢ke analize.

2. Originalna i poboljSana fixed-pole interpolacija

Prilikom razvijanja novog kona€nog elementa prema metodi pomaka za linearnu analizu
mikropolarnog kontinuuma razmatramo primjenu tzv. fixed-pole interpolaciju koja je
inspirirana konceptom nepomiénog pola (eng. fixed-pole concept). Koncept su prvi put
predstavili Bottasso i Borri [5] gdje je primijenjen u dinamickoj analizi geometrijskih nelinearnih
3D greda Sto se pokazalo vrlo korisnim. Glavna znacajka ovog koncepta je zamjena rezultante
momentnog naprezanja i specificnog momenta koli¢ine gibanja koji su u klasi¢nom pristupu
definirani s obzirom na referentnu os grede u popreénom presjeku s novim rezultantama koje
su definirane s obzirom na odabranu ishodiSnu tocku cijelog promatranog sustava (nepomican
pol). Takoder su uz pomo¢ konfiguracijskog tenzora Cep, koji spada u posebnu grupu krutog
gibanja SR(6) koja je ujedno i Liejeva grupa, uspjeli spojiti polje pomaka i rotacije. Na taj nacin
je umjesto standardnog polja pomaka uvedeno novo nestandardno kinemati¢ko polje p, koje
objedinjuje polje pomaka u i rotacije ¢ s obzirom na nepomi¢an pol O. Implementacija
koncepta pokazuje sposobnost istovremenog o€uvanja energije i vektora koli¢ine gibanja te
momenta koli€ine gibanja, a moze se primijeniti na elemente proizvoljnog reda.

Autori su u radu [6] predstavili primjenu fixed-pole interpolacije u linearnoj stati¢koj analizi
TimoSenkove grede (1D mikropolarni kontinuum) i 3D mikropolarnog kontinuuma [7]. Kod
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greda je pokazano da se primjenom lineariziranog oblika fixed-pole interpolacije u konacnici
dobije matrica krutosti koja je jednaka onoj koju bismo dobili uz primjenu Lagrangeove
interpolacije, a za koju znamo da ¢e nas dovesti do shear-locking problema ukoliko se ne
primijeni reducirana numericka integracija. U svrhu poboljSanja provedena je opsezna analiza
i usporedba s drugim srodnim interpolacijama te je u obogaéenom dijelu interpoliranog polja
pomaka uveden koeficijent m koji predstavlja broj Evorova pojedinog konaénog elementa duz
koordinatne osi, a koji je proizaSao upravo iz usporedbe s vezanom interpolacijom za koju je
poznato da daje to¢na rjeSenja TimoSenkove grede za proizvoljno polinomno optereéenje sa
dovoljnim brojem ¢&vorova. Na taj nacin dobivamo poboljSanu fixed-pole interpolaciju za
interpoliranje polja pomaka za proizvoljni broj ¢vorova [7]
w=31N (b~ 7o), )

dok se polje mikrorotacije interpolira standardnom Lagrangeovom interpolacijom. U izrazu (1)
N; predstavlja Lagrangeove polinome m — 1reda, r, = Y2, N;r,,; je pocetni vektor polozaja
referentne osi duz grede s obzirom na promatrano ishodiSte, dok ,hat” operator (¢) predstavlja
antisimetri¢nu matricu koja zamjenjuje vektorski produkt na nacin da vrijedi ¢p x 1y = Fo¢p. U
statickoj analizi ova formulacija uklanja shear-locking problem kod greda i generalno uvijek
brze konvergira ka to€nom rjeSenju u odnosu na Lagrangeove elemente. U vibracijskoj analizi
TimoSenkove grede pokazano je da i originalna fixed-pole interpolacija (kada je koeficijent m
= 1) ima povoljnih utjecaja kod formiranja matrice mase Sto dovodi do brze konvergencije
prirodnih frekvencija, ali samo u slu€aju dvoc¢vornih konaénih grednih elemenata, dok kod
elemenata s viSe ¢vorova to poboljSanje iSCezava [6]. Motivirani dobrim svojstvima primjene
poboljSane fixed-pole interpolacije u stati¢koj analizi mikropolarnog kotinuuma [7]-[9], kao i
njene originalne formulacije kod vibracijske analizi TimoSenkove grede u dosadasnjem
istrazivanju, u nastavku se provodi analiza primjene obje vrste fixed-pole interpolacije kod
ravninskog mikropolarnog kontinuuma.

3. Numericki primjeri: vibracijska analiza mikropolarnog kontinuuma

Razmatra se ravninska mikropolarna greda L = 3.3 mm i visine h = 0.165 mm koja je u prvom
slu¢aju jednostrano uklijeStena (i), dok je u drugom primjeru uklijeStena na oba svoja kraja (ii).
Njene geometrijske i materijalne karakteristike definirane su kao u [10]: modul posmika G =
104 MPa, n = 0.44, N = 0.04, Ib = 0.33 mm, It = 0.62 mm, ¥ = 1.5, gusto¢a p = 2000 kg/m? i
materijalna mikroinercijska gusto¢a J = 10! kg/m. Greda je diskretizirana novorazvijenim
kvadratnim mikropolarnim izoparametarskim kona¢nim elementima gdje su razmatrane obje
vrste fixed-pole interpolacije za interpoliranje polja pomaka. Implementirani su u program
FEAP (Finite Element Analysis Programme), pisan u programskom jeziku Fortran. Pojedini
razvijeni elementi sadrzavaju 4 (Q4) ili 9 (Q9) ¢vorova s po tri stupnja slobode po &voru: px,
py i mikrorotacijom u ravnini ¢: gdje se nestandardni stupnjevi slobode p mogu na vrlo
jednostavni nacin prebaciti u standardne stupnjeve slobode u poznajuéi izraz (1). Rezultati
prvih dviju vlastitih frekvencija razmatranih numerickih primjera ravninske grede dobiveni uz
primjenu originalne OFP (m = 1), poboljSane EFP (m = 2 za Q4 i m = 3 za Q9) i standardne
Lagrangeove interpolacije LI te su medusobno kritiCki usporedeni, a njihove konvergencijske
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krivulje prikazane su na Slikama 1-4. Analiticko rjeSenje vlastitih frekvencija za razmatrane
sustave nije izvedeno te je ovdje referentno rieSenje dobiveno metodom konacnih elemenata
na mrezi od 350x25 LI elemenata, a koje za slu€aj konzolne grede koincidira s numeric¢kim
rieSenjem iz literature [10].

1. prirodna frekvencija - greda (i) 2. prirodna frekvencija - greda (i)

- - - (M4OFP Q40FP

— (MEFP —— QUEFP
3, el QLI er Q4L
2 .
=
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2 12 22 a2 42 52 62

Broy konadnil elemenata

Slika 1. Konvergencijska studija rezultata prvih dviju prirodnih frekvencija konzolne
ravninske grede (i) diskretizirane Q4 elementima

1. prirodna frekvencija - greda () 0 2. prirodna frekvencija - greda (i)
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Slika 2. Konvergencijska studija rezultata prvih dviju prirodnih frekvencija konzolne
ravninske grede (i) diskretizirane Q9 elementima

1. prirodna frekvencija - greda ()

2. prirodna frekvencija - greda (i)
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Slika 3. Konvergencijska studija rezultata prvih dviju prirodnih frekvencija obostrano upete
ravninske grede (ii) diskretizirane Q4 elementima
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1. prirodna frekvencija - greda (i) 14 2. prirodna frekvencija - greda (#)
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Slika 4. Konvergencijska studija rezultata prvih dviju prirodnih frekvencija obostrano upete
ravninske grede (ii) diskretizirane Q9 elementima

Za razliku od analize TimoSenkove grede, OFP interpolacija ovdje ne doprinosi poboljSanju
rezultata. StoviSe, daje gore rezultate nego $to to daje Lagrangeova interpolacija. S druge
strane EFP interpolacija, ipak, uglavnom pruza najtoCnije rezultate kod rijetkih mreza i
pokazuje najbrzu konvergenciju k referentnom rjeSenju. Izuzetak je prva vlastita frekvencija
grede (ii) kod najrjedih mreza.

4. Zaklju¢ak

U radu je primijenjena fixed-pole interpolacija u svom originalnom i poboljSanom obliku kod
vibracijske analize 2D mikropolarnog kontinuuma. Na temelju rezultata provedenih numerickih
primjera konzolne i obostrano upete ravninske grede pokazano je da EFP interpolacija,
uglavnom, ima najbrzu konvergenciju k toénome rijeSenu. ViSe detalja o formulaciji Q4EFP i
Q4EFP elemenata kao i dodatne numeric¢ke primjere moze se pronaci u [11].
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