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METODA KONACNO-DISKRETNIH ELEMENATA ZA STATICKU I
DINAMICKU ANALIZU TANKIH LUKOVA I LJUSAKA

Sazetak

U ovom radu su u okviru metode kona¢no-diskretnih elemenata razvijeni novi numericki
modeli za simulaciju ponaSanja tankih grednih i lu¢nih elemenata, te tankih konstrukcija
ploca i ljusaka izloZenih statickom i dinamic¢kom optere¢enju. Prikazane su do sada
uvrijezene metode proracuna predmetnih konstrukcija te njihove prednosti i nedostaci.
Takoder, prikazane su osnove kombinirane metode kona¢no-diskretnih elemenata i razlozi
njezinog odabira. Motivacija se nalazila na razvoju preciznih, robusnih i numericki
povoljnih modela. Numeric¢ki model za analizu tankih grednih i lu¢nih konstrukcija koristi
ravne dvocvorne elemente oslobodene rotacije, i u obzir uzima linearno elasti¢no
ponasanje materijala, kona¢ne pomake, kona¢ne rotacije i male deformacije. U radu su
detaljno opisani mehanizmi prijenosa uzduzne i savojne krutosti kod grednih konacnih
elemenata. Model je implementiran u postojeci open-source program Y fdem, temeljen na
kombiniranoj metodi konacno-diskretnih elemenata. U sklopu rada provedena je
verifikacija predlozenog modela, te prikazana njegova primjena u seizmickoj analizi lu¢nih
konstrukcija.

Takoder, razvijen je novi numericki model za analizu tankih ploc¢a i ljusaka. Model za
ploce 1 ljuske koristi ravne tro¢vorne trokutaste elemente oslobodene rotacije i u obzir
uzima linearno elasticno ponasanje materijala, kona¢ne pomake, kona¢ne rotacije i male
deformacije. U radu su detaljno opisani mehanizmi prijenosa membranske i savojne
krutosti kod trokutastih kona¢nih elemenata. Model je implementiran u postojec¢i open-
source program Y fdem. U sklopu rada provedena je verifikacija predlozenog modela, te je
prikazana njegova primjena na tipske problema stabilnosti ploc¢a i ljusaka. PredloZzene su
daljnje smjernice za nadogradnju razvijenog programa u smjeru interakcije i matelijarne
nelinearnosti.

Kljuc¢ne rijeci: kombinirana metoda konac¢no-diskretnih elemenata, gredni element, luk,
izvijanje, troC¢vorni trokutasti konacni element, tanke ploce, tanke ljuske, dinamicka

analiza, izbocCavanje.
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FINITE-DISCRETE ELEMENT METHOD FOR STATIC AND
DYNAMIC ANALYSIS OF THIN ARCH AND SHELL STRUCTURES

Summary

This thesis presents new numerical models for analysis of thin beam and arch structures
and thin plate and shell structures based on the combined finite-discrete element method
(FDEM). The new models perform quasistatic and dynamic analysis. The thesis also
presents an overview of the established numerical tools for the analysis of arch and shell
structures, together with their strengths and disadvantages. The bases of the combined
finite-element method and its strengths are also presented. The main motivation was the
development of precise, robust and computationally efficient numerical models. The model
for the analysis of thin beam and arch structures uses straight two-noded rotation free finite
elements, and takes into account linear-elastic material behaviour, finite displacement,
finite rotations and small strains. The thesis describes axial and bending carrying
mechanisms of a beam finite element in detail. The presented model is implemented into
the open source FDEM package ‘Yfdem’. Performance of the new numerical model is
demonstrated on simple benchmark tests by a comparison with known analytical and
numerical results. Its application for the seismic analysis of arch structures is presented.
This thesis also presents a new numerical model for analysis of thin plate and shell
structures. The model uses three-noded triangular finite elements, and takes into account
linear-elastic material behaviour, finite rotations, finite displacements and small strains.
The thesis describes membrane and bending carrying mechanisms for triangular finite
element in detail. The model is implemented into the open source FDEM package
‘Yfdem’. Performance of the new numerical model was demonstrated on simple
benchmark tests by comparing it with the known analytical and numerical results. Its
application in typical problems of stability of plate and shell structures is presented.
Directions for further development and upgrade of the model in performing contact
interaction and material nonlinearity are given.

Keywords: combined finite-discrete element method, beam element, curved structures,

three-noded triangular finite element, thin plates, thin shells, dynamic analysis, buckling.
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1.Uvod

1. UVOD

Zakrivljene konstrukcije, klasificirane kao lukovi 1 ljuske, jedni su od najces¢e koristenih
struktura u prirodi 1 tehnologiji. Svoju Siroku primjenjuj ponajvise duguju sposobnosti
premosc¢ivanja "vecih" raspona uz visok odnos ¢vrstoée i tezine konstrukcije, te posjedovanje
estetskih prednosti. Naime, gledano prema dimenzijama konstrukcije potrebnima za premoscenje
odredenog raspona, lukovi i ljuske posjeduju vecu ucinkovitost naspram drugih konstrukcijskih
oblika. No medutim, odredivanje optimalnog oblika takvih konstrukcija, dimenzioniranje,

proracun stabilnosti i potrebnih karakteristika materijala moze predstavljati jako zahtjevnu zadacu.

U ovom poglavlju priblizen je pojam luka i ljuske kao konstrukcijskog elementa, pojam
tankih 1 debelih zakrivljenih konstrukcija, te njihova klasifikacija. Konstrukcije lukova razmatrane
su ispred ljusaka iz razloga Sto lukovi u jednostavnijem kontekstu dijele sli¢nosti 1 obuhvacaju
probleme koji se susrecu kod pri analizi ljusaka. To je takoder korisno pri razvoju numerickih
modela jer, ukoliko se odredeni pristup pokaze zadovoljavaju¢im pri analizi konstrukcija lukova,
isti moze biti proSiren na analiziranje konstrukcija ljusaka. Takoder, prezentirana je 1 motivacija
iza izrade ovog rada, skupa sa novinama koje bi trebao donijeti. Na kraju je dat pregled svih

poglavlja ukljucenih u ovu radnju.

Metoda konacno-diskretnih elemenata za staticku i dinamicku analizu tankih lukova i ljusaka 1



1.Uvod

1.1 LUKOVI KAO KONSTRUKCIJSKI ELEMENTI

Za razliku od greda, lukovi poprec¢na optere¢enja prenose kombiniranom akcijom savojne i
aksijalne krutosti, Sto ih ¢ini efektivnijima od ravnih konstrukcijskih elemenata. Povecanjem
zakrivljenosti konstrukcijskog elementa dolazi do smanjenja momenta savijanja u konstrukciji, a
uzduzna krutost postaje sve znacajniji faktor pri prijenosu poprecnih opterecenja. Shodno tom
principu, lukovi su jo$ u rimsko doba omoguc¢ili izradu mostova, akvadukata te postojanje krovnih
konstrukcija znacajnijih dimenzija. Bez dostupnosti materijala koji moze preuzeti vlacna
naprezanja u proSlosti je bilo neizbjezno konstrukcije oblikovati na nacin da se nalaze pod
dominantno tla¢nim stanjem naprezanja. To je uzrokovalo da danas pod pojmom *‘pravog luka’’
podrazumijevamo dominantnost tlacne sile u konstrukciji. Mehanicki gledano, to je zapravo bio i
konacan cilj kod konstrukcija lukova — smanjenje momenta savijanja uz prijenos optere¢enja
tlacnim potiscima prema osloncima lukova. Danas medutim, potpomognuto tehnoloskim

napretkom, omogucene su konstrukcije raznih omjera raspona i strelice luka (Slika 1.1).

Slika 1.1 (a) Prvi luéni most od lijevanog Zeljeza (b) Celi¢ni elipti¢ni lukovi u zraénoj luci Miami

Osim u gradevinarstvu, lukove 1 zakrivljene gredne elemente pronalazimo u strojarstvu,
zrakoplovnoj industriji itd. Osnovna razlika izmedu pojma luk i zakrivljena greda je u stupnju
zakrivljenosti, odnosno ako je radijus zakrivljenosti dovoljno mal da uzduzna krutost sacinjava
sastavni dio pri prijenosu optereCenja, takve konstrukcije nazivamo lu¢nim konstrukcijama.
Analiza takvih konstrukcija obi¢no zapocinje njihovom klasifikacijom, koja definira pretpostavke
primjenjive za daljini proracun. Osnovna podjela vezana je za vitkost, tj. odnos radijusa
zakrivljenosti konstrukcije R i visine popre¢nog presjeka b pa imamo: - debele lukove (R/b < 40),
- umjereno debele lukove (R/b = 40) i tanke lukove (R/b > 40). Kod debelih lukova vrijedi
pretpostavka da poprec¢ni presjeci nakon deformacije ostaju ravni ali ne 1 okomiti na os luka. Do
zakretanja poprec¢nog presjeka od normale dolazi uslijed postojanja poprecnih posmicnih

deformacija. Smanjenje debljine dovodi do teorije tankih lukova koja omoguéava zanemarivanje

Metoda konacno-diskretnih elemenata za staticku i dinamicku analizu tankih lukova i ljusaka 2



1.Uvod

poprec¢nih posmicnih deformacija i pretpostavku da poprecni presjeci nakon deformiranja ostaju
ravni 1 okomiti na os luka. Kako je ve¢ 1 navedeno, mehanizam nosivosti zakrivljenih greda
(lukova) bitno ovisi o zakrivljenosti, pa se lukovi jo§ dijele i prema kutu koji zatvaraju pocetna i
krajnja os zakrivljenosti a na: - plitke lukove (a < 40°), - umjereno duboke lukove (a = 40°), -

duboke lukove (40° <a <180) i vrlo duboke lukove (a >180°).

U okviru ove radnje promatramo problem tankih ravninskih lukova, $to znaci usvajanje
sljedecih pretpostavki: - os luka je ravninska krivulja, - vanjske sile djeluju u ravnini osi luka, -

poprecne posmi¢ne deformacije mogu biti zanemarene.

1.2 LJUSKE KAO KONSTRUKCIJSKI ELEMENTI

Ljuske u smislu konstruktivnog elementa zauzimaju znaCajno mjesto u gradevinarstvu,
strojarstvu, aeronautici i pomorskom inZenjerstvu. Rasirena upotreba ljusaka u gradevinarstvu
nastala je uslijed estetskih i konstruktivnih prednosti. Konstruktivne prednosti ukljucuju veliku
nosivost u odnosu na tezinu konstrukcije, tj. optimalnost oblika pri prenoSenju opterecenja, te
veliku krutost 1 zatvorenost prostora kojeg omeduju (bez unutrasnjih podupora). Drugim rije¢ima,
ljuske su sposobne prenositi vanjska optere¢enja zbog naravi svoje geometrije, Sto ih ¢ini ja¢ima i
kru¢ima od ostalih konstrukcijskih oblika. Mehanicki gledano, ljuske prenose optereéenja pomocu
poprecnih (savojnih) i ravninskih (membranskih) naprezanja. Ta podjela ih ¢ini dominantno

membranskim, savojnim ili mijeSanim ljuskama.

Primjeri ljusaka u gradevinarstvu ukljuc¢uju krovove velikih raspona, silose, betonske kupole

1 spremnike za tekucine (Slika 1.2, Slika 1.3).

Slika 1.2 Gradnja L'Oceanografic vodenog parka u Valenciji

Metoda konacno-diskretnih elemenata za staticku i dinamicku analizu tankih lukova i ljusaka 3



1.Uvod

Slika 1.3 Silos za skladistenje naftnih derivata

Primjeri ljusaka u strojarstvu ukljucuju cjevovodne sustave, diskove turbina i1 razne tlacne
spremnike. Zrakoplovi, projektili, rakete, brodovi i podmornice su primjeri ljusaka u aeronautici i
podmorskom inzenjerstvu. Ljuske takoder nalazimo u prirodi, u biljnom i zZivotinjskom svijetu

(kostur lubanje, ljuska jajeta itd.).

Ljuskom smatramo tijelo omedeno dvjema zakrivljenim plohama ¢ija je medusobna
udaljenost mala u usporedbi sa ostalim dimenzijama. Mjesta koja leze na jednakim udaljenostima
od dviju =zakrivljenih povrSina nazivamo srednjom plohom, dok medusobnu udaljenost
zakrivljenih ploha nazivamo debljinom ljuske (Crtez 1.1). Geometrija ljuske je u potpunosti
odredena geometrijom srednje plohe i1 debljinom b. R; i R, (Crtez 1.1) predstavljaju polumjere

zakrivljenosti na okomitim stranicama segmenta ljuske.

srednja ploha

R,

Crtez 1.1 . Segment ljuske

Potrebno je napomenuti da ukoliko R; i R; imaju najveci 1 najmanji polumjer gledano od svih
okomitih stranica koje prolaze ovim segmentom, u tom se slu¢aju nazivaju glavnim polumjerima

zakrivljenosti. Iz njih se onda definiraju glavne zakrivljenosti x; 1 x, kao

1
K = (L.1)

Kl = -
RZ

1

Metoda konacno-diskretnih elemenata za staticku i dinamicku analizu tankih lukova i ljusaka 4



1.Uvod

Produkt glavnih zakrivljenosti x;x, poznat je kao Gaussova zakrivljenost. Ljuske se Cesto
klasificiraju prema Gaussovoj zakrivljenosti, pa tako imamo ljuske s pozitivnom i negativhom
Gaussovom zakrivljenos¢éu, te one za koje je Gaussova zakrivljenost jednaka nuli. Ako
promatramo ljuske prikazane na crtezu 1.2 vidljivo je da sferna ljuska ima x;=k, kod konusne

ljuske su x;=0 1 x,#0, dok ploc¢e karakterizira x;= x,=0.

A =0 I

(a) ()

Crtez 1.2 (a) Sferna ljuska (b) Konusna ljuska (c) Ploca

Kod proracuna ljusaka postoje dvije glavne klase: - debele ljuske i - tanke ljuske. Ljuska se
smatra tankom ako maksimalna vrijednost odnosa b/R (gdje je R radijus zakrivljenosti srednje
plohe) moze biti zanemarena u odnosu na jedinicu. InZenjerski promatrano, ljusku smatramo

tankom ako zadovoljava sljedeci uvjet

max(hj =— (1.2)

R
Gornja nejednakost prilicno grubo definira granicu izmedu debelih 1 tankih ljusaka, koja u
stvarnosti ovisi 1 o drugim geometrijskim parametrima poput rubnih uvjeta, opterecenja, itd. U
praksi se vecina ljusaka nalazi se unutar gore navedenog odnosa, Sto tankim ljuskama daje veliku

prakti¢nu odliku.

Sukladno podjeli na tanke 1 debele ljuske, definirale su se i1 dvije glavne teorije pri proracunu
konstrukcija ljuske: - Kirchhoff-Love i - Reissner-MindIn (Crtez 1.3). Kirchhoff-Love teorija
zanemaruje utjecaj posmicnih deformacija po visini ploce na posmi¢na naprezanja. Greska koja se
javlja uslijed takvog zanemarivanja raste sa porastom debljine ploce, zbog Cega se ova teorija jos
naziva i teorijom tankih ploca. Dakle, po toj teoriji promjena nagiba normale na srednju plohu
uzrokovana je jedino progibom ploce (Crtez 1.3), odnosno ¢ = 0. Reissner-MindIn-ova teorija
uzima u obzir i zakretanje normale uslijed popre¢nih posmic¢nih deformacija ¢ # 0 (Crtez 1.3),

uslijed ¢ega normala vise nije okomita na srednju plohu, ali se takoder uzima kao linearna.
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stvarna deformacija srednja ploha

normala na srednju plohu

Kirchhof-Love deformacija

Reissner-MindIn deformacija ~———— pocetni polozaj normale

Crtez 1.3 Teorije pri proracunu konstrukcija ljuske

U okviru ove radnje promatramo problem tankih ljuska, Sto znac¢i 1 usvajanje sljedecih

pretpostavki proracuna:

- toc¢ke koje su prije deformiranja bile na pravcu okomitom na srednju povrSinu ljuske
nalaze se 1 poslije deformiranja na pravcu okomitom na deformiranu srednju povrSinu (analogno

Navier-ovoj hipotezi za grede),
- debljina ljuske je mala u odnosu na polumjere zakrivljenosti srednje ravnine ljuske,

- normalna naprezanja okomito na srednju povrSinu su tako mala da se mogu zanemariti,

odnosno nema promjene pravog kuta izmedu normale i bilo kojeg pravca na povrsini.

Mala debljina konstrukcije ljuske upucuje na njezinu djelotvornost pri prenosenju
opterecenja. Efikasnost lu¢nog oblika lezi u prenoSenju poprecnih optere¢enja uzduznim silama,
umanjujuéi time iznose poprecne sile i momenta savijanja. Ljuska tako uravnotezuje poprecna
optere¢enja pomocu tlacnih i vla¢nih naprezanja rasporedenih jednoliko po debljini. Takvo stanje
naprezanja nazivamo membranskim. lako su u opcenitom slucaju poprecna sila i momenti
prisutni, ucinkovitost oblika ljuske ovisi prvenstveno o membranskim naprezanjima. IzraZen
moment savijanja obi¢no je lokaliziran na manjem podruc¢ju kod diskontinuiteta pri geometriji i

opterecenju, npr. u blizini pridrzanja.

Medutim, u odredenim slucajevima upravo ta mala debljina postaje slabost. Ako
promatramo uzduzne sile unutar ljuske, pri vlacnim naprezanjima dolazi do pune iskoristivosti
materijala ravnomjerno po cijelom popre¢nom presjeku. Pri tlacnim naprezanjima takoder dolazi
do ravnomjerne raspodjele naprezanja poprecnom presjeku, no medutim moramo se pobrinuti da

naprezanja budu iznosom manja od kriticnih naprezanja pri izbo¢ivanju. Ta kritina naprezanja
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odredena su debljinom ljuske: -§to je tanja ljuska nizi je iznos kritiénog naprezanja za izbocivanje.
Taj problem moze znacajno umanjiti nosivost ljusaka, i treba nastojati da se pri dominantnom

opterecenju sto veci dio konstrukcije nade pod vlaénim naprezanjem.

1.3 MOTIVACIJA I CILJEVI RADA

Tanke ljuske su jedan od najucinkovitijih 1 najraSirenijih konstrukcijskih oblika. Uslijed
naravi njihovog polozaja na konstrukciji ¢esto su podlozne raznim dinamickim optere¢enima
(lete¢i projektili, udari vjetra...), Sto zahtjeva njihovu detaljnu dinamicki analizu. Iako je dosad
najrasireniji alat u analizi konstrukcija ljusaka bila metoda konacnih elemenata (MKE), pokazalo
se da ta metoda u kombinaciji sa najjednostavnijim tro¢vornim kona¢nim elementom posjeduje
odredena ogranicenja [B5], [C5], [D9]. Pri smanjenju debljine ljuske u odnosu na njezinu duljinu
posmic¢ni ¢lanovi pocCinju dominirati matricom krutosti i time uzrokuju nerealno povecanje
krutosti poznato kao posmi¢no blokiranje. Iako su se Cetverostrani¢ni konacni elementi pokazali
puno bolji u prevladavaju problema posmicnog blokiranja, i posjeduju puno bogatije polje
deformacija, trokutni konac¢ni elementi su posebno zanimljivi zbog svoje ra¢unalne jednostavnosti
1 uCinkovitosti pri opisivanju proizvoljne geometrije. Trokutasti tro¢vorni elementi su jo$ uvijek
pod stalnim razvojem u metodi konacnih elemenata, uzimajué¢i u obzir problem posmicnog

blokiranja [B13], [L6], [L9], [O7], [P11].

Nasuprot MKE, metoda diskretnih elemenata (MDE) razvila se kao rjeSenje za analizu
diskretnih elemenata. Kombinirana metoda konacno-diskretnih elemenata (MKDE) proizlazi iz
porodice metode diskretnih elemenata, te objedinjuje prednosti MKE i MDE. U okvirima ove
metode omogucena je interakcija izmedu bilo kojih diskretnih elemenata, s time da svaki od njih
posjeduje svoju mrezu konacnih elemenata [M12]. Jednadzbe gibanja rjeSavaju se eksplicitno, u
svakom vremenskom koraku, eksplicitnom metodom konacnih razlika. To se odvija u kombinaciji
sa masama koncentriranim u ¢vorove, §to znaci da nema potrebe za sastavljanjem matrice masa ni

matrice krutosti.

Danas glavni interes kod analize ljusaka obuhvaca smanjivanje racunalnog obima na
prakticno primjenjivu razinu. Tom problemu moze se pristupiti sa viSe stajaliSta. Neki od njih
ukljucuju otklanjanje nedostataka na postoje¢im jednostavnim konacnim elementima, te razvoj
novih kona¢nih elemenata koji omogucavaju $to rjedu diskretizaciju domene. Problemu takoder
mozemo pristupiti i intuitivnim kreiranjem novih numerickih modela, usuglasenima sa trenutnim

racunalnim razvojima i1 prikladnima za opcu analizu tankih ljusaka. Upravo iz tih razmatranja
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proizlazi glavna motivacija za izradu ove disertacije. Disertacija za cilj ima razvijanje numeri¢kog
modela za simulaciju ponasanja tankih ljusaka pod dinamickim optere¢enjem, spajajuci
kombiniranu metodu konac¢no-diskretnih elemenata sa troCvornim trokutnim konacnim
elementima. Ocekuje se da bi ovaj numericki model mogao pomo¢i pri analizi dinamickog
ponaSanja i stabilnosti konstrukcija ljuske, te sluziti kao podloga za daljnju nadogradnju
materijalnih nelinearnosti i udara, $to je i omoguceno samim odabirom metode kona¢no-diskretnih

elemenata.

Analiza lukova, iako u jednostavnijem kontekstu, u sebi sadrzi mnoge poteskoce koje se
mogu susresti pri analizi konstrukcija ljusaka [C15]. Upravo stoga, ako se modeliranje lukova
izvr$i na slicnim temeljima to moze pruziti i uvid u ponasanje konstrukcija ljusaka. Ta ideja
sluzila je kao motivacija za razvoji i verifikaciju numerickog modela lukova, prije nego se pristupi
analizi sloZenijih konstrukcija poput ploca i1 ljusaka. Zbog formulacijske jednostavnosti i

racunalne uéinkovitosti odabrani su ravni dvo¢vorni kona¢ni elementi.
Ciljevi ovog rada su sljedeci:

e Razvoj novog i originalnog algoritma za staticku, dinamicku i analizu stabilnosti
grednih elemenata. Algoritam se bazira na dvocvornim konac¢nim linijskim
elementima oslobodenima rotacije, i uzima u obzir linearno elasticno ponasanje,
velike rotacije, velike pomake 1 kona¢ne deformacije. Model se bazira na eksplicitnoj

integraciji jednadzbi gibanja u vremenu.

e Implementacija novorazvijenog algoritma za staticku, dinamicku 1 analizu stabilnosti
tankih grednih elemenata u Yfdem otvoreni racunalni program koji se bazira na

MKDE.

e Validacija i primjena novorazvijenog racunalnog programa u statickoj, dinamickoj 1

analizi stabilnosti tankih grednih i lu¢nih konstrukcija.

e Razvoj novog i originalnog algoritma za staticku, dinamicku i analizu stabilnosti
tankih ploca i1 ljusaka. Algoritam se bazira na tro¢vornim konac¢nim elementima
oslobodenima rotacije, 1 uzima u obzir linearno elasti¢no ponasanje materijala, velike
rotacije, velike pomake i konac¢ne deformacije. Model se bazira na eksplicitnoj

integraciji jednadzbi gibanja u vremenu.

e Implementacija novorazvijenog algoritma za stati¢ku, dinamicku i analizu stabilnosti

tankih ploca i ljusaka u Yfdem otvoreni racunalni program koji se bazira na MKDE.
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e Validacija i primjena novorazvijenog racunalnog programa u statickoj, dinamickoj 1

analizi stabilnosti tankih ploca i ljusaka.

e Razrada primjene i daljnjeg razvoja novih, predloZzenih modela.

1.4 SADRZAJ RADA

Kako priroda ponasanja konstrukcija lukova vuce paralele sa ponasanjem konstrukcija
ljusaka, u ovog sklopu rada razvijen je numericki model za analizu lu¢nih konstrukcija na temelju
kojeg je poopcenjem sa linijske konstrukcije u plosnu razvijen numericki model za analizu
ponasanja konstrukcija ljusaka. Predmet ovog rada bio je stoga razvoj i verifikacija numerickih
modela za analizu konstrukcija lukova i ljusaka zasnovanih na kombiniranoj metodi konacno-
diskretnih elemenata. Modeli su implementirani u racunalni program Yfdem koji se temelji na

kombiniranoj metodi kona¢no-diskretnih elemenata.
Rad je podijeljen u osam poglavlja.

U prvom poglavlju predstavlja se tematika tankih lukova i ljusaka, njihova primjena, te
potreba za dinamickom analizom. Takoder, prikazana je motivacija za numericko modeliranje
takvih konstrukcija kombiniranom metodom konacno-diskretnih elemenata u kombinaciji sa
najjednostavnijim kona¢nim elementima (dvocvorni ravni i trokutasti troc¢vorni kona¢ni element).

Na kraju su navedeni ciljevi rada 1 pregled poglavlja.

U drugom poglavlju obuhvacen je pregled najrasirenijih metoda pri analizi konstrukcija
lukova i ljusaka, s posebnim naglaskom na modeliranje ljusaka pomocu trokutastih konac¢nih
elemenata. Takoder su predstavljeni problemi koji se javljaju pri njthovom modeliranju, s teziStem
na problemu blokiranja. Navedene su i modifikacije kojima se ti problemi pokusavaju otkloniti.
Na kraju je prikazan dosadasnji rad u modeliranju lukova 1 ljusaka koriste¢i kombiniranu metodu

konacéno-diskretnih elemenata.

U trecem poglavlju prikazane su osnove kombinirane metode kona¢no-diskretnih elemenata
namijenjene za dinamicku analizu lukova 1 ljusaka. Svaki luk/ljuska predstavlja diskretni element
diskretiziran s mrezom konac¢nih elemenata koja omogucuje njihovu deformabilnost. Shodno tome
prikazani su pristupi detekcije kontakata i interakcije diskretnih elemenata, te proracun sila koje
nastaju uslijed deformabilnosti pripadaju¢ih konac¢nih elemenata, skupa sa vremenskom

diskretizacijom.
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U Ccetvrtom poglavilju predstavljen je numericki model za statiCku i dinamicku analizu
lukova. Detaljno je prikazana diskretizacija konstrukcije te mehanizmi prijenosa uzduznih i
savojnih deformacija. U sklopu ovog poglavlja takoder je provedena verifikacija modela za

statiCku 1 dinamicku analizu lukova, te njegova primjena na problem stabilnosti lukova.

U petom poglavlju predstavljen je novi numeri¢ki model za staticku i dinamicku analizu
ljusaka. Detaljno je prikazana diskretizacija konstrukcije te mehanizmi za prijenos membranskih i
savojnih deformacija. Opisane su dvije varijante proracuna savojne krutosti, od kojih je za daljnju
primjenu usvojena samo jedna varijanta. Provedena je verifikacija razvijenog algoritma za staticku

i dinamicku analizu ljuska, te njegova primjena na analizu konacnih rotacija i pomaka.

U Sestom poglavlju prikazani su primjeri primjene razvijenih modela. Primjena modela
lukova ilustrirana je primjerom celicnog luka podlozenog potresnom opterecenju. Primjena
modela ljusaka ilustrirana je analizom tocke gubitka stabilnosti kod triju tipskih problema, t;j.

grede, ploce i cilindra.

U sedmom poglaviju iznijeti su najvazniji zakljuci ovog rada kao i pravci daljnjih

istrazivanja, temeljeno na rezultatima prikazanima u radnji.

Osmo poglavlje sadrzi pregled koriStene literature.
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2. OSVRT NA MODELIRANJE KONSTRUKCIJA
LUKOVA I LJUSAKA

Analiza zakrivljenih konstrukcija izvodi se, u vecini slucajeva, primjenom numerickih
metoda. Postoji cijeli niz prakti¢nih inzenjerskih problema za koja analiti¢ko rjeSenje predstavlja
matematicki jako sloZzen problem. Kada su nam i poznata, rjeSenja izvedena iz teorije odnose se
samo na specijalne, najceS¢e osnosimetricne geometrijske oblike sa posebnim slucajevima
opterecenja. Shodno tome pribjegavamo numerickim metodama koja tocno rjeSenje opisuju samo
u diskretnim tockama, tzv. ¢vorovima. Takav pristup omogucuje provedbu analize uz postizanje

zadovoljavajuée to¢nosti.

Kao najrasSireniji alat za analizu zakrivljenih konstrukcija pokazala se metoda konacnih
elemenata. U okvirima te metode potrebno je razumjeti ponasanje pojedinacnog konacnog
elemenata, kojim se dalje opisuje zakrivljena geometrija i provode uvjeti kontinuiteta izmedu
elemenata skupa sa rubnim uvjetima. Novija istrazivanja zakrivljenih konstrukcija takoder
obuhvacaju metodu rubnih elemenata, bezmreZzne metode te kombiniranu metodu konacno-
diskretnih elemenata. U daljnjem osvrtu na modeliranje zakrivljenih konstrukcija detaljnije je
priblizen dio o ravnim dvoc¢vornim i trokutastim tro¢vornim konac¢nim elementima, budu¢i da su

isti primjenjivani u ovom radu.
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2.1 METODA KONACNIH ELEMENATA

2.1.1 Modeliranje lukova

Zakrivljene grede i lukovi opterecenja prenose interakcijom savojne i aksijalne krutosti, $to
predstavlja mehanicki slozen problem. Pri njihovom opisivanju kona¢nim elementima
temeljenima na metodi pomaka, polje pomaka opisivalo se polinomima razli¢itih stupnjeva. Ti
polinomi odabrani su na nacin da zadovoljavaju uvjete poput stanja konstantnih deformacija 1
pomake krutog tijela. Kod zakrivljenih konacnih elemenata treba biti zadovoljen i dodatni uvjet
nerastezljivosti pri savijanju, $to je posebno bitno pri analizi dubokih i tankih lukova. Ukoliko taj
uvjet nije zadovoljen, savojna naprezanja rezultirat ¢e dominantno aksijalnim odgovorom
konstrukcije umjesto savojnog nerastezljivog ponaSanja. Taj fenomen, poznat kao membransko
blokiranje, podcjenjuje savojne deformacije i precjenjuje savojne frekvencije. Nadalje, klasi¢ni
izoparametrijski elemenata nizeg reda na dubokim i tankim lukovima pokazuju fenomen
posmic¢nog blokiranja. Posmi¢no blokiranje iskazuje se nerealnom procjenom posmicne energije u
odnosu na savojnu, Sto takoder rezultira nerealno krutim ponasanjem. Potrebno je jo$ naglasiti
kako odabir kona¢nog elementa ovisi o vitkosti konstrukcije i kutu koji zatvaraju pocetna i krajnja
os zakrivljenosti luka/grede. Najjednostavniji element koriSten pri analizi predmetnih konstrukcija

je ravni dvoc¢vorni element.

U samim pocCecima modeliranja lukova bilo je potrebno otkloniti gore navedene efekte.
Ashwell i dr. [A9] su, koriste¢i pretpostavku konstantnih membranskih i linearnih savojnih
deformacija, predstavili dvocvorni element osloboden membranskog blokiranja. Dawe [D1], [D2]
je analizirao razli¢ite dvocvorne kona¢ne elemente koji su varirali u stupnju polinoma za
opisivanje uzduznih i popre¢nih pomaka. Zakljucio je da polinom petog stupnja kod uzduznih i
kod poprecnih pomaka biljezi brzu konvergenciju i dobre rezultate, ¢ak i za tanke lukove sa
grubljom mrezom. Meck [M3] je pokazao da se pogreska kod upotrebe klasi¢nih polinomnih
funkcija za opisivanje pomaka moZe eliminirati povezivanjem poprec¢nih i uzduznih pomaka.
Pokazao je kako kod tankih i dubokih lukova treba nuzno biti zadovoljen uvjet nerastezljivosti pri
savojnim deformacijama, jer inace dolazi do problema blokiranja. U samim pocecima, reducirana
integracija nametnula se kao rjeSenje problema blokiranja [P14], [S13]. Iako je postignuto
poboljSanje u tocnosti, reducirana integracija uslijed niskog ranga matrice krutosti dovodi do
nezeljenih zero-energy modova, Takoder, reducirana integracija rezultira i odvajanjem savojno-

uzduznog djelovanja, sto je jedna od osnovnih pretpostavki kod zakrivljenih elemenata. Tessler i
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Spiridigliozzi [T7] su predlozili tzv. penalty relaxation pristup za oslobodenje od problema

blokiranja.

Uz razvoj klase tro¢vornih izoparametrijskih elemenata sa kvadratnom interpolacijom
uzduznih 1 popre¢nih pomaka takoder se pojavio problem blokiranja. Prathap i Babu [P13]
predstavili su tro¢vorni posmi¢no deformabilni element sa pristupom dosljednosti polja
deformacija. Taj pristup pronalazi nedosljednosti u posmi¢nom i membranskom polju deformacija
(Sto je uzrok blokiranja 1 smanjenja to¢nosti), te ih zatim otklanja primjenom modificiranih
funkcija oblika. Kasnije su Lee i dr. [L7] primijenili pristup dosljednosti polja deformacija na
dvocvorni konac¢ni element. Razdvajali su popre¢ne pomake na savojni i posmicni dio, koristeéi
posmicna ogranic¢enja, te uzduznu zakrivljenost usuglaSenu sa membranskim poljem. Lee i Sin
[L3] su predstavili element koji zakrivljenost interpolira preko tri ¢vora, a posmi¢nu i uzduznu
deformacijsku energiju uracunava preko jednadzbi ravnoteze. Tro¢vorna zakrivljenost se, preko
transformacijske matrice, reducira u dvoévornu konfiguraciju. Choi i Lim [C8] razvili su
dvocvorni 1 tro¢vorni posmicno deformabilni element temeljen na pretpostavljenim konstantnim

(za dvocvorni) 1 linearnim (za tro¢vorni) poljima deformacije.

Friedman i Kosmatka [F11] predstavili su ravni dvo¢vorni posmi¢no deformabilni element
sa kubnim polinomom za raspodjelu poprecnih pomaka i polinomom cetvrtog stupnja za kut
savojne rotacije. Polinomi su medusobno nezavisni, i zadovoljavaju dvije homogene diferencijalne
jednadzbe vezane za debele grede. Ista metodologija je kasnije primijenjena na dvocvorni
zakrivljeni element [F10]. Krishnan i dr. [K9], [K10] su usporedivali u¢inkovitost dvocvornog
zakrivljenog elementa. Usporedivali su element sa tri stupnja slobode u ¢voru (uzduzni i poprecni
pomak, te zaokret) sa posmic¢no deformabilnim elementom sa Cetiri stupnja slobode (dodavanje
stupnja poprecne posmicne deformacije). Usporedbe su proveli za staticku 1 slobodnu dinamicku
analizu. Litewka i Rakowski [L17] su takoder predstavili dvocvorni zakrivljeni element sa Sest
stupnjeva slobode za analizu tankih i1 debelih elemenata. PolaziSte im je bio konacni element sa
konstantnom zakrivljenos¢u i 18 to¢nih funkcija oblika, dobivenih kao rjeSenje diferencijalne
jednadzbe luka sa konstantnom zakrivljenoséu, prikazanih u [L18]. U [L17] su te trigonometrijske
funkcije oblika prikazane u obliku exponencijalnog reda, sa koeficijentima koji ovise o
geometrijskim 1 fizikalnim svojstvima elementa. Dalje su iz deformacijske energije odredili

matricu krutosti elementa.

Raveendranath i1 dr. [R2] predstavili su dvo¢vorni posmi¢no deformabilni element nastao
pretpostavljenim poljem pomaka. Za polje poprecnog pomaka predlozen je kubni polinom.

Koriste¢i ravnotezne jednadzbe za silu-moment i moment-posmik dobiveni su uzduzni pomaci 1
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kut rotacije. Dobiveno polje pomaka dosljedno je sa popre¢nim pomacima, a element je osloboden
od membranskog 1 posmi¢nog blokiranja. Kasnije su, na slicnom principu, Raveendranath i dr.
[R3] predstavili tro¢vorni posmi¢no deformabilni element. Krenuli su od pretpostavke polinoma
cetvrtog stupnja za polje savojnih rotacija, preko cega su dalje izraZeni uzduzni 1 poprecni pomaci

te kut rotacije poprec¢nog presjeka.

Takoder je potrebno spomenuti mjesovite 1 hibridne formulacije kona¢nih elemenata, koje
za zakrivljene konstrukcije pokazuju znatne prednosti u odnosu na metodu pomaka. Reddy i Volpi
[R5] su predstavili usporedbu rezultata standardne formulacije sa punom integracijom i mjesovite
formulacije sa reduciranom integracijom za kruzne probleme. Zakljucili su kako je kod prvog
pristupa konvergencija ili ispod zadovoljavajuce razine ili uopée ne postoji, dok se kod drugog
pristupa konvergencija poklapa sa onom predvidenom prema teoriji. Saritas [S5] je predlozio
mjesSoviti dvocvorni zakrivljeni element temeljen na Hu-Washizu varijacijskom principu. Umjesto
pomaka, oblikovnim funkcijama opisana su naprezanja. Element je osloboden blokiranja i moze
vr$iti materijalno linearnu i nelinearnu analizu. Takoder je pokazao kako je za linearno rjeSenje

dovoljno koristiti samo jedan kona¢ni element po rasponu.

Budu¢i da se konvencionalni mjeSovito hibridni elementi sa nizim redom interpolacijskih
funkcija nisu pokazali potpuno ucinkovitim pri savojnom djelovanju i vi§im vibracijskim
oblicima, pojavile su se formulacije sa uvodenjem dodatnih unutrasnjih bez¢vornih stupnjeva
slobode sa pretpostavkama za polje pomaka. Zhang i Di [Z1] su predstavili dva dvocvorna
zakrivljena posmicno deformabilna elementa od kojih je jedan temeljen na standardnoj metodi
pomaka (princip potencijalne energije) a drugi na mjeSovito hibridnoj formulaciji sa Hellinger—
Reissner varijacijskim principom. Standardni element koristi kubne poprecne pomake i polinom
cetvrtog stupnja za opisivanje kuta rotacije, te unutraSnje bez¢vorne funkcije pomaka koje
osiguravaju potrebnu vezu izmedu rotacije i pomaka za eliminiranje problema blokiranja.
Mjesovito hibridni element je temeljen na naprezanjima. Pristup uporabe unutraSnjih parametara
pomaka se pokazao uspjeSnim, a oba elementa su oslobodena od problema blokiranja. Kim i Park
[K5] su takoder predstavili dvocvorni zakrivljeni element temeljen na Hellinger—Reissner
varijacijskom principu 1 dodatnim bez¢vornim stupnjevima slobode. Proucavali su utjecaj reda
unutra$njih bez¢vornih stupnjeva slobode pomaka i1 oblika matrice krutosti na rezultate mjesovito
hibridnih elemenata kod staticke i dinamicke analize. Neki od ranijih radova sa mjeSovitom

hibridnom formulacijom ukljucuju [S4], [D8], [K4].

Wo 1 Chiang [W9] predstavili su tanki dvoc¢vorni element gdje su eksplicitne funkcije oblika

1z postojece literature zamijenili jednostavnijim implicitnim funkcijama predstavljenima u
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matri¢cnom obliku. Takoder su, osim zakrivljenog elementa, predstavili i ravni hibridni element sa
koncentriranim masama. Navedeno pojednostavljenje funkcija oblika nije znacajno uzrokovalo na
pad tocnosti elementa. Dodavanjem torzijskog 1 posmicnog stupnja slobode zakrivljenom
elementu, Wu 1 Chiang [W10] su takoder predstavili zakrivljeni element za izracun slobodnih
vibracija okomito na ravninu luka. Takoder su pokazali kako izracun slobodnih frekvencija sa
pristupom koncentriranih masa moze davati rezultate jako slicne onima sa pristupom
raspodijeljenih masa. Leung i Zhu [L11] su predstavili nekoliko Fourier p-elemenata za ravninsku
vibraciju tankih i debelih zakrivljenih greda. Uvodenjem dodatnih stupnjeva slobode, preko sinusa
u Fourierovim trigonometrijskim funkcijama, izbjegnut je problem blokiranja te povecana

konvergencija i stabilnost elementa.

Saffari 1 Tabatabaei [S2] su takoder poput [L3] predstavili konacni element koji umjesto
polja pomaka interpolira zakrivljenost, i to pomocu trigonometrijskih funkcija. Da bi se uracunali
rubni uvjeti, takoder je koriStena matrica transformacije izmedu zakrivljenosti 1 vektora pomaka.
Problem blokiranja eliminiran je ravnoteznom jednadzbom minimuma potencijalne energije,
napisanom preko komponenata pomaka. Kasnije su Saffari i dr. [S3] prosirili taj pristup na
slobodnu dinamicku analizu kruznog luka. Vecina navedenih elemenata usredotoCena je na
slobodne dinamicke i staticke analize. Njihova prikladnost za dinamicke i geometrijski nelinearne
analize u vecini slucajeva nije istrazivana. Pan i1 Liu [P2] predstavili su zakrivljeni posmic¢no
deformabilni element temeljen na izoparametrijskoj formulaciji 1 nelinearnoj vezi deformacija-

pomak, uz dinamicke jednadzbe napisane preko principa virtualnog rada.

U posljednja dva desetljeca doslo je do razvoja kona¢nih elemenata oslobodenih rotacije,
tzv. RF elemenata. Glavna karakteristika RF elemenata je pojednostavljenje problema
izbacivanjem rotacijskih stupnjeva slobode uz povecanje interpolacijske domene izvan podrucja
integracijske domene. Drugim rijeima, pri interpolaciji pomaka konacni element promatramo
skupa sa njemu susjednim kona¢nim elementima. lako je teziste ideje RF elemenata na razvoju
trokutastih elemenata za analizu ljusaka, u posljednje vrijeme predlozili su se i RF gredni
elementi. Phaal i Calladine [P9] su razvili gredni RF element pretpostavljaju¢i kvadratnu
raspodjelu popre¢nih pomaka, uz konstantnu zakrivljenost dobivenu promatranjem triju susjednih
¢vorova kao §to je prikazano na crtezu 2.1 (a). Flores 1 Ofiate [F9] predstavili su RF element za
nelinearnu analizu greda i rotaciono simetri¢nih ljusaka, s posebnim naglaskom na zakrivljenim i
razgranatim gredama. Konac¢ni elementi smatraju se ravnima, i nad njima se odreduju normale,
kako je prikazano na crtezu 2.1 (b). Zakrivljenosti u ¢vorovima 2 i 3 odredene su na temelju

promjene polozaja u normalama, kako je opisano u [F9]. Ofate i Zarate [O6] su kasnije proSirili
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taj pristup na debele grede dodavanjem dodatnih stupnjeva slobode koji opisuju poprecnu

posmicnu deformaciju.

Element
d, d, d;

C i t f .

1 2 3
Iy | s
z, d i 5 ]
[ " Domena interpolacije o
X, U
(@) (b)

CrteZ 2.1 (a) Tri uzastopna ¢vora ravnog elementa (b) Cetiri uzastopna ¢vora zakrivljenog elementa [Z4]

Battini [B7] je predlozio RF gredni korotacijski element, odnosno element gdje su pomaci
razlozeni na dio uslijed krutog tijela i uslijed deformacije. Konacni element se ponovo promatra
preko Cetiri ¢vora, dva na elementu skupa sa najblizim lijevim 1 najblizim desnim ¢vorom. Zhou 1
Sze [Z3] su predstavili proSirenje ravnog elementa od Phaal i Calladine [P10] na zakrivljeni
element, i time omogudili njegovu primjenu na zakrivljene grede. Takoder su primijenili
korotacijski pristup. Ovaj jednostavni element pokazao se iznimno ucinkovitim pri analizi

geometrijski nelinearnih problema.

2.1.2 Modeliranje ljusaka

Analiza ljuski obi¢no se provodi na nacin da se ¢vorovi konacnih elemenata rasporede po
srednjoj plohi ljuske 1 u svakom ¢voru definira pet stupnjeva slobode, tri pomaka i dva zaokreta
normale oko tangenti na srednju plohu (Crtez 2.2). Kada bi se takvi elementi ljuske kombinirali sa
drugim tipovima elemenata dolazilo bi do nekompatibilnosti zaokreta u dodirnim ¢vorovima, a
time 1 numerickih poteskoca u proracunu. Shodno tome atraktivno je uvodenje rotacije normale na

srednju plohu kao Sestog stupnja slobode, tzv. "stupanj slobode busenja".

CrteZ 2.2 20-¢vorni prostorni i 8-¢vorni element ljuske [G3]
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Postoje tri osnovna pristupa pri odabiru kona¢nog elemenata za analizu ljusaka:
- zakrivljeni elementi formulirani na temelju razlicitih teorija ljusaka,
- degenerirani izoparametrijski elementi izvedeni iz prostornih elemenata (Crtez 2.2),

-ravni elementi izvedeni kombinacijom membranskih i savojnih elemenata (Crtez 2.3).

|
+

Z,W -

u u
Y,V / Py

X

Element ljuske Element ploce Membranski element

Crtez 2.3 Trokutasti element ljuske sa pet stupnjeva slobode u ¢voru

Zakrivljene elemente formulirane na temelju razlicitih teorija ljusaka karakterizira jako
slozena formulacija. Takoder ih prati i osjetljivost na deformacije pri pomaku krutog tijela.
Jednostavnijim pristupom pokazali su se elementi izvedeni degeneriranjem izoparametrijskih
trodimenzionalnih elemenata. Taj pristup je posljednjih desetlje¢a dominirao racunalnom
analizom ljuska. Uzrok tome pronalazimo u jednostavnosti njihove formulacije i dosta dobrim
rezultatima usprkos problemima poput onih uzrokovanih blokiranjem. Temeljeni su na Reissner-
Mindlin pretpostavkama, a mogu se primijeniti jednako za tanke kao 1 za debele ljuske. Iako imaju
jednostavnu formulaciju, pokazali su se racunalno zahtjevnima pri nelinearnim proraunima, $to
im donekle otezava primjenu, posebno kod materijalno nelinearnih problema. OpSirniji prikaz
ovih elemenata moZe se pronaci u knjigama od Hughes-a [H8], Bathe-a [B5], te Chapelle i Bathe

[C5].

Ravni elementi za analizu ljusaka koriste se od samih pocetaka primjene MKE. Njihova
formulacija nastala je kombiniranjem ravninskih membranskih elemenata sa elementima
koriStenima pri analizi plo¢a (Crtez 2.3). Shodno tome, kod ovih elemenata dolazi do odvojenog
promatranja membranskog 1 savojnog deformiranja, uz primjenu principa superpozicije.
Jednostavnost takve formulacije uz zadovoljavajuu to€nost osigurava ravnim elementima
kontinuiranu upotrebu kod analize ljusaka. Membranske sile nastaju iskljuc¢ivo kao posljedica
tangencijalnih komponenti pomaka, dok su momenti savijanja i uvijanja povezani samo S

komponentom u pravcu normale na srednju plohu. Drugi nedostatak im je pribliznost opisivanja
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zakrivljene geometrije ravnom diskretizacijom, zbog ¢ega je potrebno koristiti gustu mrezu

konac¢nih elemenata. U primjeni su ravni trokutni i pravokutni elementi.

Glavnu zapreku razvojima kona¢nog elementa za analizu konstrukcija ljuske predstavlja
efekt posmic¢nog blokiranja [B5], [D9], [C5]. Efekt se manifestira na na¢in da konvergencija
rjeSenja drasti¢no slabi kako se debljina ljuske smanjuje. Drugim rije¢ima, kod odredenih odnosa
debljine i duljine ljuske aproksimacija kona¢nim elementima ne moze dovoljno dobro opisati polje
pomaka uslijed savijanja. RjeSenja su se pojavila u obliku reducirane i selektivne integracije, te
hibridnih 1 mjeSovitih formulacija. Budu¢i da cetverostrani¢ni elementi imaju jednostavniji
koordinatni sustav i bogatije polje deformacija lakse je pronaci elemente tog tipa koji premoséuju
fenomen blokiranja. Cetverostrani¢ni konaéni elementi biljeZe bolju konvergenciju u odnosu na
trokutaste elemente, te je radi toga napravljeno puno vise istrazivanja i ima puno viSe rezultata
vezano za koriStenje tog tipa elementa. No medutim, u sluajevima slozene geometrije ovi
elementi postaju previse iskrivljeni i umjesto njih se pribjegava upotrebi trokutastih konacnih
elemenata. Pravokutnim elementima mogucée je opisati cilindricne oblike i razliCite prostorne
plocaste konstrukcije, dok su trokutasti elementi prikladni 1 kod diskretizacije dvostruko

zakrivljenih ljusaka.

2.1.3 Trokutasti konacni elementi pri modeliranju ljusaka

(a) Trokutasti konacni elementi za opisivanje membranskih problema

Najjednostavniji elementi za opisivanje membranskog dijela naprezanja su trokutasti
element sa konstantnim deformacijama (CST) i linearnim deformacijama (LST) [C15]. CST je
najjednostavniji membranski element uopce. Sastoji se od tri ¢vora sa dva slobodna pomaka u
ravnini elementa 1 linearnom raspodjelom pomaka unutar elementa (crtez 2.4(a)). LST [H8] sadrzi
Sest ¢vorova, tri na krajevima stranica i joS$ tri, po jedan na polovici svake stranice, te kvadratnu
raspodjelu pomaka unutar elementa (crtez 2.4(b)). Unato¢ tome Sto LST ima superiornije
karakteristike u odnosu na CST, CST se uslijed bolje kompatibilnosti sa elementima ploca cesce

nalazi u upotrebi.

Glavni nedostatak navedenih elementa je odsutnost stupnja slobode busenja, uslijed Cega
dolazi do problema singularnosti. Prvi trokutasti membranski element sa stupnjem slobode
busenja razvijen je od Allman-a [A3] i poznat je kao Allmanov trokut. Iako je formulacija
Allmanovog trokuta jednostavna, pokazalo se da takoder podlijeze od problemu singularnosti.

Naime, singularnost se dogodi kada su ¢vorni pomaci jednaki nuli a ¢vorne rotacije identi¢ne.

Metoda konacno-diskretnih elemenata za staticku i dinamicku analizu tankih lukova i ljusaka 18



2. Osvrt na modeliranje konstrukcija lukova i ljusaka

u I T
A%
vy u,
Tv 5
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Crtez 2.4 (a) CST konac¢ni element (b) LST konacni element
Allman je kasnije razvio i generalizaciju svog trokuta opisanu u [A4]. U toj formulaciji ravninski
su pomaci opisani kubnim polinomom, a ako se zanemare ¢lanovi treeg reda dolazi se do
klasi¢nog Allmanovog trokuta. Cook je dalje dokazao da se Allmanov element moze izvesti iz
LST elementa na nac¢in da se pomaci na sredinama stranica povezu sa pomacima i rotacijama na
krajevima [C13]. Jo§ jedan uspjesni trokutasti membranski element sa stupnjem slobode busenja
razvili su Bergan i Fellipa [B10] na temelju [B11]. Carpenter i dr. [C2] razvili su membranski
element sa poljem pomaka identicnom Allmanovom trokutu, ali uz koristenje jedne tocke
integracije za izraCun matrice krutosti. Kao rezultat reducirane integracije dolazi do tzv. "spurious
zero energy modes", koji su otklonjeni koristeci stabilizacijsku shemu od Fish i Belytschko [F7].
To je ucinjeno dodajuc¢i dodatne zakonitosti u vezu deformacije i pomaka, tako da se nulti modovi
onemoguce. Cook je takoder predlozio stabilizacijsku shemu [C14] u kojoj su dvije matrice

dodane u matricu krutosti Allmanovog elementa sa jednom tockom integracije.

Gore predlozeni konacni elementi temeljeni su na metodi pomaka, koja sa sobom vuce
nedostatke detaljnije opisane u sljedecem poglavlju. Shodno tome, doslo je do razvoja kona¢nih
elemenata temeljenih na hibridnim 1 mjeSovitim formulacijama. Cook [C14] je predstavio ravni
trokutasti element koristec¢i hibridni pristup temeljen na nezavisnim naprezanjima u elementu i
pomacima uzduz granice elementa. Hughes and Bezzi [H7] istrazivali su varijacijske principe koji
dopustaju odvojena polja rotacija, $to vodi membranskim elementima sa stupnjem slobode
busenja. To je najprije primijenjeno na ¢etverostrani¢nim konacnim elementima [I1], [I3]. U seriji
napravljenoj od tri dijela Alvin i dr. [AS5], Felippa i Militello [F6] i Felippa i Alexander [F5]
predstavili su visoko ucinkoviti membranski trokutasti element sa rotacijom koriste¢i produzenu
formulaciju (EFF) 1 metodu pretpostavljenih devijatorskih deformacija (ANDES). Felippa je
takoder objavio [F3] gdje usporeduje membranske konacne elemente sa rotacijskim stupnjem

slobode 1 pokazuje kako optimalni element koristi ANDES formulaciju. Famjan [F2] je koriste¢i
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princip minimuma potencijalne energije predstavio membranski trokutasti element sa stupnjem
slobode busenja i dvije matrice krutosti: ¢ista matrica krutosti izvedena iz izduzenja stranica
elementa i globalna matrica krutosti ovisna o ¢vornim pomacima. Taj princip se pokazao
ucinkovitim pri nelinearnoj analizi. Tian i1 Yagawa [T9] pokazali su da matrica krutosti
Allmanovog trokuta koja je originalno izracunata od LST moze izvesti u¢inkovitije iz CST, i
predstavili njezino pojednostavljenje. Huang i dr. [H6] takoder su razvili element modifikacijom

Allmanovog trokuta, ali osloboden od tzv. spourious energy modes.

(b) Trokutasti konacni elementi pri modeliranju ploca

Za razliku od membranskih problema, kod savijanja ploca postoji raznolikiji izbor kona¢nih
elemenata. Bazeley i dr. [B8] razvili su prvi nekonformni trokutasti element koji, iako je biljezio
bolje rezultate od konfornog elementa, nije posjedovao punu konvergenciju. Autori su dosli do
zakljucka kako je nuzan i dovoljan uvjet za konvergenciju nekonformnog elementa njegova
mogucénost iskazivanja konstantnih deformacija kod neizmjerno malih elemenata. Taj postupak
provjere, kasnije nazvan patch testom, ustalio se kao standardni postupak testiranja konacnog
elementa. Skupina kona¢nih elemenata biva podvrgnuta konstantnim deformacijama i prati se da li

njihovo ponasanje odgovara konstitutivnom zakonu i egzaktnim naprezanjima.

Morley [M9] je predstavio nekonformni trokutasti element sa kvadratnom raspodjelom
pomaka izrazenom preko progiba u krajnjim rubnim ¢vorovima i nagiba na sredinama rubnih
stranica elementa. Morleyev element je pokazao dobro opisivanje momenta savijanja kod ploca. U
samim pocecima Baotz i dr. [B6] proglasili su diskretni Kirchhoffov element (DKT) temeljen na
metodi pomaka i hibridni model sa rasporedom naprezanja (HSM) najpouzdanijim tro¢vornim
elementima za analizu tankih ploca. DKT sadrzi devet stupnjeva slobode, progib i1 dvije rotacije za
tri pripadajuéa ¢vora, kao $to je prikazano na crtezu 2.5(a). Posmi¢na deformacijska energija je u
potpunosti zanemarena, ali u formulaciji se najprije pretpostavi da su posmicne deformacije
prisutne i deformacijska energija izrazena u smislu normalnih rotacija. Zbog prisutnosti samo
prvih derivacija normalnih rotacija u izrazu za deformacijsku energiju, funkcije oblika koriStene
pri opisivanju normalnih rotacija zadovoljavaju samo C° kontinuitet. Normalne rotacije su najprije
izrazene u smislu ¢vornih vrijednosti na krajevima 1 sredinama stranica koriste¢i standardne
kvadratne oblikovne funkcije, a dalje eliminirane primjenom diskretnih Kirchhoffovih
ogranicenja. lako je nekonformni element, DKT prolazi patch test i shodno tome konvergira

to¢nom rjeSenju.
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Px2
(a) (b)

Crtez 2.5 (a) DKT konacni element (b) DKTP konacni element

Meek 1 Tan [M4] su razvili DKT sa tzv. Loof ¢vorovima. Popre¢ni pomak izrazili su standardnim
kvadratnim funkcijama, dok su rotacije interpolirane preko vrijednosti u tzv. Loof ¢vorovima.
Dhatt i dr. [D3] predstavili su Sest ¢vorni diskretni Kirchhoffov element (DKTP), nastao
dodavanjem stupnja slobode pomaka u polovicama stranica konacnog elementa, kao §to je
prikazano na crtezu 2.5(b). Unato¢ povecanju stupnjeva slobode sa 9 na 12, za DKTP je pokazano
isti red to¢nosti kao 1 DKT. Zbog svoje jednostavnosti DKT se puno vise prosirio u upotrebi 1 od
HSM. Tessler i Hughes [T6] predstavili su tro¢vorni nekonformni posmi¢no deformabilan element
MIN3, temeljen na Reissner-Mindlin teoriji. Glavna pretpostavka MIN3 elementa je da rotacije
variraju linearno po elementu, dok su poprec¢ni pomaci izrazeni su u kvadratnom obliku. Popre¢ni
pomaci na sredinama stranica eliminirani su preko ograni¢enja da je posmicna deformacija
konstantna uzduz rubova elementa (crtez 2.6). Upotrebom anisoparametrijske formulacije i faktora
korekcije posmika MIN3 postize brzu konvergenciju ka to¢nom rjesenju i prikladan je za proracun

tankih i debelih ploca.

(pyl
Px3 pretpostavka P2
pocetno stanje pomaka —>  konstantnog posmika ——> ograniceno stanje pomaka
uzduz rubova

Crtez 2.6 MIN3 kona¢ni element

Felippa 1 Bergan [F4] predstavili su trokutasti element za analizu plo¢a temeljen na

slobodnoj formulaciji. Element je nastao modifikacijom kubicnih izraza iz [B8]. Buduéi da je
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slobodna formulacija temeljena na principima patch testa, element nastao upotrebom ovog
principa sa sigurno$¢u zadovoljava patch test. Specht [S12] je takoder predstavio modificiranu
verziju od [B8], nastalu nametanjem uvjeta da su integrirani skokovi pomaka i njihove derivacije
uzduz stranica elementa jednake nuli. Sze 1 dr. [S17], [S18] su formulacijom pretpostavljenih
deformacija razvili $est &vorni trokutasti C° element. Element uzima u obzir popre¢na posmitna
naprezanja, ne pati od posmicnog blokiranja i prolazi patch test. Piltner i Taylor [P11] razmatrali
su tri seta poboljsanih funkcija deformacija s ciljem poboljsanja tro¢vornih trokutastih elemenata
sa tri rotacijska stupnja slobode. Bletzinger i dr. [B13] predstavili su tzv. Discrete Shear Gap
metodu za analizu Reissner-Mindln ploca. Rezultat je element osloboden od problema posmic¢nog

blokiranja.

U novije vrijeme Cetverostrani¢ni elementi su se pokazali nadmoc¢nijima pri analizi ploc¢a u
odnosu na trokutaste elemente. Trokutasti elementi korisniji su pri opisivanju dvostruko
zakrivljenih geometrija, pa se njihov razvoj vise usmjerio na analizu konstrukcija ljusaka. Bezine
[B12] je prikazao usporedbe razli¢itih elemenata za analizu ploca u inzenjerskim software-ima
temeljenim metodi kona¢nih elemenata, za tanke i debele ploce. Takoder, novija istrazivanja sve
visSe ukljucuju hibridne i mjeSovite formulacije (sa svrhom otklonjenja problema posmicnog

blokiranja) i fokusiraju se na analize debelih ploca.

Maunder i dr. [M2] razvili su hibridni element s raspodjelom naprezanja kod kojeg su bo¢na
polja pomaka koriStena u dobivanju ravnoteznih modela, sa ravnotezom u jakoj formulaciji.
Brasile [B14] je razvio mjeSoviti hibridni trokutasti element prema Reissner—Mindlin teoriji TIP3,
koriste¢i metodu vezane interpolacije [T5]. Budué¢i da vezana interpolacija ne moZze osigurati
element osloboden posmicnog blokiranja primijenjena je i reducirana integracija. Razvijeni
element uspio je zadovoljiti patch test ¢ak i za jako tanke ploce. Hibridni Trefftz konacni elementi
su se takoder pokazali vrlo uc€inkovitima pri modeliranju ploca. Trokutasti elementi nastali na tom
principu mogu se pronaci u radovima poput Choo 1 dr. [C9] 1 Rezaiee-Pajand 1 Karkon [R6]. Oba
istrazivanja pokazala su visoku to¢nost razvijenih elemenata pri analizi ploc¢a, uz odsustvo

problema posmicnog blokiranja.

Kod primjene mjeSovitih formulacija, najzastupljenija je MITC metoda koju predlazu Lee i
Bathe [L4], [L6]. Osnovna ideja MITC tehnike je odvojena interpolacija pomaka i1 deformacija, te
zatim njihovo povezivanje u tzv. ¢vornim to¢kama. Interpolacije pomaka i deformacija odabrane
su na takav nacin da se sprijece tzv. spurious zero energy modovi i postigne konvergencija ka
to¢nom rjeSenju neovisno o debljini ploce. UnatoC poboljSanjima ove formulacije, element nije

osloboden problema posmic¢nog blokiranja.
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Serpik [S6] je razvio tro¢vorni element za analizu tankih plo¢a nastao prema nacelima patch
testa. Cai 1 dr. [C1] predstavili su jednostavni trokutasti element DST-S6 nastao kombinacijom
DKT, dodaju¢i dva dodatna stupnja slobode u svaki ¢vor. Dodatni stupnjevi slobode predstavljaju
rotacije koje uzrokuju popre¢ne posmic¢ne deformacije v« 1 vy, kako je pokazano za yx na crteZzu

2.7.

Crtez 2.7 Rotacija uslijed popreéne posmicne deformacije [C1]

Kod slucaja tankih plo¢a DST-S6 konvergira ka DKT. Numericki primjeri pokazali su da je ovim
pristupom izbjegnut problem posmicnog blokiranja, da element prolazi patch test te ima visoku
tocnost 1 brzu konvergenciju. Prikladan je za tanke i debele ploce. Element sa dva dodatna
posmicna stupnja slobode obraden je 1 od Zhuang 1 dr. [Z5]. Detaljni prikaz elemenata koristenih

za analizu ploca prema Reissner-MindIn teoriji dat je u preglednom c¢lanku [C3].

(c) Modeliranje ljusaka trokutastim kona¢nim elementima
Modeliranje ljuske ravnim trokutastim elementima ukljuc¢uje spoj membranskih (CST, LST,
Allmanov element) i savojnih deformacija (DKT, MIN3 i Morleyov element), kao §to je prikazano

na crtezu 2.8.

P2
X, U

CST - memmbranske deformacije + DKT - savojne deformacije ~ +  stupanj slobode “busenja”

Crtez 2.8 Nastanak troc¢vornog kona¢nog elementa za analizu ljusaka pomoc¢u DKT elementa
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Nedostatci koji su se pojavili uz takav pristup razvili su ravne trokutaste elemente temeljene na
mjeSovitim i hibridnim formulacijama. Vecina njih je primarno namijenjena za nelinearnu analizu
ljusaka, budu¢i da je nelinearna analiza sa ravnim elementima ekonomic¢nija od one sa
zakrivljenim elementima. Nelinearnost se obi¢no ostvaruje obnovljenom Lagrangeovom
formulacijom (eng. updated Lagrangian formulation) gdje se varijable nalaze u referentnom

sustavu koji se u svakom vremenskom koraku azurira tj. obnavlja.

Ravne trokutaste elemente za nelinearnu elasti¢nu analizu ljusaka uveo je Argyris [A6].
Njegova formulacija temeljena je na odvajanju pomaka krutog tijela od deformacija elementa.
Horrigmoe 1 Bergan [H4] predstavili su trokutasti hibridni element ljuske s raspodjelom
naprezanja za nelinearnu analizu. Chen [C6] je predstavio trokutasti element nastao kombinacijom
CST 1 Morleyovog trokuta za elastoplasticnu analizu plo¢a i ljusaka. Chen je koristio Von
Karman-ovu teoriju velikih pomaka uz Lagrangeovu formulaciju za opisivanje deformacije
elementa, ali su njegovi primjeri ukljucivali samo male rotacije. Peric i Owen [P8] predstavili su
formulaciju za tanke ljuske identi¢nu onoj od Chena, ali uz primjere koji ukljucuju velike rotacije.
Bathe 1 Ho [B4] razvili su trokutasti element kombiniraju¢i DKT i CST element. Za velike
pomake primijenjena je obnovljena Lagrangeova formulacija. Membranska naprezanja i unutarnje
sile racunati su prema [H4] dok su zakrivljenosti i savojni momenti racunati iz inkrementalnih
pomaka 1 azurirani na kraju svakog inkrementa. Zbog upotrebe linearne inkrementalne formulacije
bez otklanjanja rotacija krutog tijela iz ukupnih inkrementalnih pomaka, formulacija je ograni¢ena
na male inkrementalne rotacije. Hsiao [H5] je uspio rijeSiti ta ogranicenja uklanjaju¢i modove
krutog tijela u dvije faze. U prvoj fazi nedeformirani element je rotiran do medupozicije koristeci
rotaciju izvan njegove ravnine, dok se dalje postavlja u kona¢ni polozaj koristeéi rotaciju u ravnini
elementa. Peng i Cristfield [P7] predstavili su konac¢ni element identican kao kod Chena, ali su
primjenom sli¢nog postupka kao i Hsiao odvojili pomake krutog tijela od ukupnih pomaka i time
omogucili primjenu 1 kod velikih prirasta optere¢enja. Mek 1 Tan [M5] predstavili su trokutasti
element nastao kombinacijom LST i diskretnog Kirchhoffovog elementa sa tzv. loof ¢vorovima.
Mana tog elementa je Sto zbog prisutnosti ¢lanova Cetvrtog reda u formulaciji treba uzeti sedam
toCaka za numeriCku integraciju matrice krutosti. Poulsen 1 Damkilde [P12] su predstavili
trokutasti element nastao kombinacijom LST 1 savojnog elementa poput onoga od [MS5], sa
oCuvanjem simetri¢nosti i poboljSanjem funkcije poprec¢nih pomaka u svrhu bolje raspodjele
optere¢enja 1 boljih rezultata u nelinearnoj analizi. Medutim, ni Mek 1 Tan [MS5] ni Poulsen i
Damkilde [P12] nisu prikazali primjere koju ukljucuju velike rotacije. Fafard i dr. [F1] predstavili

su Sest¢vorni ravni trokutasti element DLTP nastao kombinacijom Sest¢vornog Kirchhoffovog
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elementa DKTP [D3] i LST, uz primjenu dviju Lagrangeovih formulacija. Prva formulacija ULF1
predstavlja potpunu Lagrangeovu formulaciju na svakom koraku, s time da je konfiguracija na
pocetku vremenskog koraka pretpostavljena kao referentna konfiguracija. Proraun naprezanja i
tangentne matrice krutosti uzima u obzir sve nelinearnosti. Druga formulacija ULF2 je puna
obnovljena Lagrangeova formulacija gdje je konfiguracija predlozena na kraju svake iteracije
uzeta kao referentna konfiguracija. Iako se koristi linearizirana inkrementalna formulacija

naprezanja su izracunata pomocu nelinearne veze pomaka i deformacije.

Madenci i1 Braut [M1] predstavili su ravni element za staticku analizu kompozitnih ljusaka
nastao kombinacijom membranskih i savojnih elemenata razvijenih od Bergana i Fellipe [B10] i
[F4]. Madenci i Braut koristili su obnovljenu Lagrangeovu formulaciju u kojoj su modovi krutog
tijela otklonjeni koriste¢i proceduru od Hsiaoa [H5]. Prisustvo stupnja slobode busenja uspjesno je
eliminiralo problem singularnosti. Oral i Barut [O8] predstavili su posmi¢no deformabilan ravni
element za velike pomake ljusaka nastao kombinacijom Allmanovog trokuta i MIN3 savojnog
elementa. Takoder su koristili obnovljenu Lagrangeovu formulaciju u kojoj su modovi krutog

tijela otklonjeni koriste¢i proceduru od Hsiao-a [H5].

U svim do sada navedenim elementima, osim Bathe i Ho [B4], Fafrad i dr. [F1], Meek i1 Tan
[M5] i Poulsen i Damkilde [P12] velikim rotacijama pristupljeno je na na¢in da su modovi krutog
tijela otklonjeni iz ukupnih inkrementalnih pomaka. Predstavljeno je i nekoliko formulacija za
velike rotacije temeljene na izoparametrijskim elementima i totalnoj Lagrangeovoj formulaciji uz
koristenje rotacijskih matrica sa tri rotacijske komponente [S8], [P3], [I2] ili koriStenjem
nelinearnih trigonometrijskih funkcija parametriziranih sa dvije rotacijske komponente [S16].
Onate i dr. [O5] predstavili su trokutasti element za geometrijski nelinearnu analizu, nastao
kombiniranjem LST elementa i savojnog elementa temeljenog na Reissner-Mindlin teoriji, sa
linearnom interpolacijom poprecnih pomaka koriste¢i krajnje ¢vorove i linearnom interpolacijom
okomite rotacije 1 popre¢nih deformacija koriste¢i ¢vorove na polovicama stranica. Ova

formulacija prikladna je za tanke i debele ljuske.

Kontinuirani interes za razvoj preciznijih i raunalno efikasnijih trokutastih elemenata
odlikovao se stalnim razvojem novih trokutastih elemenata [L12], [A7]. Znacajan broj radova
objavljen je na temu mjeSovitith formulacija 1 MITC trokutastog tro¢vornog i Sestcvornog
konac¢nog elemenata [L5], [L6]. MITC, tzv. mixed interpolation of tensorial components,
interpolira pomake i deformacije odvojeno, te ih veze u definiranim to¢kama na kona¢nom
elementu. Poprecni posmik pretpostavljen je konstantnim uzduz rubova elementa, kao Sto je

prikazano na crtezu 2.9.
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Crtez 2.9 Polje popre¢nih posmi¢nih deformacija i pripadne povezujuce tocke za trocvorni MITC konacni

element [L6]

Iako su ucinkovitiji od klasi¢nih elemenata na bazi pomaka i pristupa sa selektivnom reduciranom
integracijom, joS uvijek su patili od posmicnog blokiranja zbog ¢ega su razvijena i poboljSanja u
tro¢vornom MITC3 [L9] i Sestévornom MITC6 [K3] elementu. Autori su takoder razvili MITC3+
element [L8] obogacen tzv. bubble kubi¢nim funkcijama za rotaciju i pretpostavljenim poprecnim
posmi¢nim deformacijama. Ovaj element biljezi izvrsnu konvergenciju te se u kombinaciji sa
potpunom Lagrangeovom formulacijom [J2] pokazao ucinkovitim i u nelinearnoj analizi ljusaka.
Shin 1 Lee [S7] razvili su tro¢vorni trokutasti element sa 18 stupnjeva slobode i ANDES
formulacijom za membransku komponentu elementa. Takoder su primijenili tehniku izgladivanja

deformacija i uveli faktor modifikacije, kako bi se pobolj$alo ponaSanje elementa.

U svrhu jos§ jednostavnije analize ljuska razvijeni su trokutasti kona¢ni elementi bez rotacija
(RF), primjenjivi iskljucivo za analizu tankih ljusaka. RF elementi koriste grupu od cCetiri konacna
elementa, kao Sto je prikazano na crtezu 2.10, da bi se iz njihovih pomaka odredila zakrivljenost
srediSnjeg konacnog elementa. Kod analize ploca potrebno je poznavati samo vertikalni pomak,

dok je kod analize ljusaka potrebno poznavati sva tri pomaka u ¢vorovima grupe elemenata.

1

Crtez 2.10 Grupa konac¢nih elemenata sa kontrolnim elementom u sredini
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Barnes [B3] je prvi predstavio teoriju o RF elementima, gdje se na temelju rotacija grupe
elemenata (Crtez 2.10) odreduje konstantna zakrivljenost okomita na rubove srediSnjeg kona¢nog
elementa. Superpozcijom zakrivljenosti rubova dalje se formira matrica krutosti kona¢nog
elementa. Bernes nije predstavio numericke rezultate ove ideje. Chan i Davies [C4] odredivali su
kutove rotacije elementa koriste¢i popre¢ne pomake, ali uz koriStenje pretpostavljenih zrcalnih
elemenata na rubovima. Kasnije su Hampshire i dr. [H1] prosirili ideju od Chena i Davisa,
zamjenjujuci pretpostavljene zrcalne elemente sa susjednima. Phaal i Calladine [P9] su pomocu
kvadratnog polinoma odredivali konstantnu zakrivljenost nad grupom konacnih elemenata, te
kombinacijom sa CST elementom omoguéili analizu ljusaka. Iako se ovaj element u pocetku
pokazao neprakti¢nim, kasnije je pokazano da postize dosta dobre rezultate kod nestrukturiranih
mreza [G1]. Ofate 1 Cervera [O3] predstavili su savojni element sa neovisnom aproksimacijom
zakrivljenosti, izrazenim preko gradijenta progiba uzduz rubova konacnog elementa. Njegovom
kombinacijom sa CST elementom Ofate i Zarate [O7] su predstavili formulaciju za analizu
ljusaka, kasnije proSirenu na velike progibe [O4] te uvrnute i razgranate ljuske [F9]. Kasnije je
takoder kombiniran sa LST elementom [F8] da bi se postiglo bolje opisivanje membranskih
naprezanja. Sabourin i Brunet [S1] su razvili RF trokutasti element koriste¢i matricu krutosti
predlozenu od Barnesa [B3], vezu kutova rotacije i pomaka preuzetu od Chan i Davies [C4], te
rubne uvjete poput onih od Onate i Cervera [O3]. Guo i dr. [G4] razvili su RF element koriste¢i
DKT6 savojni element prema [R7] u kombinaciji sa CST. U grupu drugacijih RF elemenata spada
Laurent 1 Rio [L1], gdje su se koriStenjem isoparametrijskih interpolacija modelirale normalne
zakrivljenosti uzduz ruba elementa, Sto je dovelo do problema pronalazenja integracijskih toc¢aka.
Potrebno je spomenuti elemente od Hauptmann i Schweizerhof [H2] gdje je razvijen RF element
koji koristi pomake na dnu i1 vrhu popre¢nog presjeka, te Dung 1 Wells [D10] gdje je predstavljen
RF element temeljen na standardnim Lagrangeovim funkcijama pomaka. Takoder, nedavno su
Zhou 1 Sze [Z3] predstavili RF element nastao produzenjem [P9] formulacije. Produzenje se
odnosi na zakrivljene geometrije, kod kojih se pristup zglobova na elementima zamjenjuje
jednostavnim principom interpolacije. Ovaj model pokazao se ucinkovitim kod geometrijski vrlo

nelinearnih analiza (npr. simulacija ovjesa).

2.1.4 Problemati¢na ponasSanja pri numerickoj analizi lukova i ljusaka

Primjenom MKE za analizu lukova i ljusaka uoceno je kako konacni elementi temeljeni na
metodi pomaka mogu davati loSe rezultate 1 biljeziti slabu konvergenciju. Dobiveni pomaci

konstrukcije iznosima su bili premali u odnosu na stvarno fizikalno ponasanje. Shodno tome
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razvio se pojam blokiranja, kao opis laznog povecanja krutosti, opisujuéi time to Sto se
konstrukcija blokira prema pomacima. Prema mehanizmu nastanka blokiranje se dijeli na

posmi¢no, membransko, i volumensko.

(a) Posmic¢no blokiranje (eng. shear locking)
Posmicna krutost poCinje dominirati rjeSenjem, cine¢i promatrane elemente nerealno
krutima Posmic¢no blokiranje se, prema mehanizmu nastanka, dijeli na posmi¢no blokiranje u

ravnini i na popre¢no posmicno blokiranje.

Posmic¢no blokiranje u ravnini pogada 2d i 3d elemente. Efekt se moze ilustrirati kada se
deformacije uslijed Cistog savijanja opisuju kona¢nim elementima sa linearnim funkcijama oblika,
kao $to je prikazano na crtezu 2.11. U slucaju Cetverocvornog elementa normalna naprezanja o,
variraju linearno i odgovaraju ideji savijanja dok istovremeno postoje i posmicna naprezanja Ty,
koja variraju linearno sa x koordinatom [K8]. Budu¢i da posmicna naprezanja ne odgovaraju
problemu dCistog savijanja, a javljaju se skupa sa normalnim naprezanjima, smatramo ih
parazitskim. Posmic¢ne deformacije dalje preuzimaju dio deformacijske energije i ukrucuju
promatrani problem. Potrebno je naglasiti kako s matemati¢kog stajaliSta ovaj problem ne postoji,

odnosno nije uzrokovan pogreskom u proracunu ve¢ samim oblikom kona¢nog elementa.

Crtez 2.11 Posmicno blokiranje u ravnini

Efekt popre¢nog posmicnog blokiranja javlja se kod elemenata baziranih na Reissner-
Mindlin teoriji, odnosno kod uzimanja u obzir poprecnog posmi¢nog deformiranja konstrukcije.
Blokiranje nastaje uslijed nedostatka koordinacije u opisivanju pomaka i posmi¢nog zaokreta,
odnosno pretpostavke o njihovoj neovisnosti. Uzimanjem istih interpolacijskih funkcija za
opisivanje pomaka i zaokreta stvaraju se parazitska poprecna posmicna naprezanja koja se
povecavaju sa smanjenjem odnosa visine presjeka i duljine konstrukcije, §to je suprotno stvarnom
fizikalnom ponaSanju. Posmic¢na energija tada pocinje dominirati ukupnom deformacijskom
energijom rezultirajui nerealno krutim ponaSanjem. Budu¢i da je ovaj efekt najistrazeniji vid
blokiranja, mehanizam njegovog nastanka detaljno je prikazan u brojnoj literaturi [D9], [B5],

[C15], [B17].
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(b) Membransko blokiranje

Do membranskog blokiranja dolazi isklju¢ivo kod zakrivljenih elemenata (lukova i ljusaka).
U slucaju njihovog opterec¢enja Cistim momentnom savijanja u rjeSenju se, uslijed pribliznog
opisivanja pomaka funkcijama nizeg reda, pojavljuju parazitska membranska naprezanja koja
nerealno ukrucuju promatrani element [C15], [B5]. Drugim rijeima, konacni elementi nisu u
mogucnosti savojne deformacije opisati nerastezljivim ponasanjem. Shodno tome, ovaj efekt
izrazen je kod vitkih elemenata pod dominantno savojnim optere¢enjem. Potrebno je napomenuti
kako do njega dolazi ako su i elementi kojima se opisuje geometrija zakrivljeni. Linearni trokuti
su uvijek ravni, pa su stoga u potpunosti oslobodeni od ovog efekta, neovisno o obliku ljuske koju

opisuju. Ovaj efekt izrazen je kod kvadratnih i1 bikvadratnih elemenata.

(c) Volumensko blokiranje

Za razliku od ostalih blokiranja, volumensko blokiranje ovisi o parametru materijala tj.
Poissonovu koeficijentu [C15]. Element nije u stanju modelirati odredene deformacije bez
promjene u volumenu. Kod nestiSljivih materijala, odnosno kako Poissonov koeficijent v—0.5
modul posmika G—oo, §to znaci da svaki mali dio elementa mora sacuvati svoj volumen pri bilo
kojoj deformaciji. Kao posljedica dolazi do nestisljivog ponaSanja materijala i nerealno visoke
krutosti. Kada je Poissonov koeficijent jednak nuli ne dolazi do problema volumenskog
blokiranja. Mehanicki gledano, parazitska naprezanja koja dovode do ovog efekta su normalna

naprezanja.

Sprjecavanje efekta blokiranja konstrukcije

Problem blokiranja uocen je na kona¢nim elementima temeljenima na metodi pomaka, koji
se izvode iz varijacijskog principa minimuma potencijalne energije ili principa virtualnih pomaka
[S11]. Neovisne varijable su pomaci, derivacijom kojih se izvode ostale veli¢ine potrebne za
procjenu stanja derivacija i naprezanja. Pritom se pogreSka nastala pri pomaku znatno uvecava, a
pojavljuju se i poteskoce pri zadovoljavanju potrebnih uvjeta kompatibilnosti §to je posebno
izrazeno u analizi ploca i ljusaka. Budu¢i da je problem blokiranja poznat od samih pocetaka

MKE razvijeni su brojni nacini za njegovo prevladavanje, a najraSireniji ukljucuju:
- koriStenje elemenata viseg reda,
- reducirana integracija i selektivna reducirana integracija,
- mjeSovite 1 hibridne formulacije konac¢nih elemenata,

- metoda pretpostavljene deformacije (ANS),
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- metoda poboljsanje deformacije (EAS),
- metoda raskoraka u posmiku (DSG).

Iako koriStenje elemenata viSeg reda znatno umanjuje probleme blokiranja, konacni elementi
nizeg reda se zbog svoje raCunalne jednostavnosti smatraju iznimno atraktivnima. Prvi i
najjednostavniji pokuSaj eliminiranja blokiranja bila je reducirana integracija [Z6], [B5]. Iako u
nekim slu¢ajevima moze davati to¢na rjeSenja, vodi do tzv. spurious zero energy modes.
Selektivna reducirana integracija uvela je razlicite redove integracije za razlicite deformacije [B5].
Tu se pojavio isti problem kao i kod reducirane integracija, ali u manjoj mjeri, zbog Cega je

selektivna reducirana integracija pronasla $iru primjenu [B17], [AS].

MjeSovita formulacija izvedena je iz proSirenih varijacijskih principa. kao Sto su Hu-
Washizuov 1 Hellinger-Reissnerov varijacijski princip [S11]. Temelji se na uvodenju novih
neovisnih varijabli koje, osim pomaka, mogu biti deformacija i naprezanje, odnosno unutarnje sile
1 momenti. Neovisne varijable opisuju se interpolacijskim funkcijama na cijelom podrucju
elementa, a prikladnim izborom tih varijabli moze se izbje¢i pojava blokiranja. Sukladno tome,
broj nepoznatih veli¢ina u ¢vorovima je povecan, pa je matrica konatnog elementa slozenija je
nego kod metode pomaka. Hibridna metoda postoji kao hibridna metoda pomaka i mjesSovita
hibridna metoda izvedene iz principa minimuma potencijalne energije, te kao hibridna metoda sila
izvedena iz principa minimuma komplementarne potencijalne energije. Hibridna metoda pomaka
pokazuje polje pomaka unutar elementa kao funkciju poopcéenih parametara pretpostavljene
interpolacijske funkcije, dok se duz rubova zadaje raspodjela naprezanja ovisno o njihovim
¢vornim veli¢inama. MjesSovita hibridna metoda opisuje pomake unutar elementa i naprezanja duz
rubova pomocu poopcenih parametara, a raspodjela pomaka duz rubova opisuje se kao funkcija
pomaka u ¢vorovima. Hibridna metoda sila opisuje raspodjelu naprezanja unutar elementa, dok se
raspodjela pomaka duz rubova opisuje interpolacijskim funkcijama ovisno o ¢vornim pomacima.

Detaljnije o ovim metodama moze se prona¢i u [S11], [B5], [Z7].

Metodu pretpostavljenih deformacija ANS predstavili su Park i Stanley [P4]. Ideja ove
metode je zamjena polja deformacija izraCunatih iz pomaka, unutar principa minimuma
potencijalne energije, sa nezavisno pretpostavljenim deformacijama u odgovaraju¢im tockama
elementa. U op¢em slucaju ANS metode odreduju se: - komponente deformacija koje ¢e biti
zamijenjene, - pozicija odgovaraju¢ih toCaka, - usvojene interpolacije za pretpostavljene
deformacije. Iako elementi nastali iz ovog pristupa, poput MITC elemenata, postizu dobre

rezultate nema strogo odredenog kriterija za pretpostavljene deformacija. Felippa 1 Militello [F6]
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su kombinacijom slobodne formulacije i ANS metodu pretpostavljenih devijatorskih naprezanja

ANDES.

Metodu poboljSanje deformacije EAS predstavili su Simo 1 Rifai [S9]. Metoda se temelji na
Hu-Washizu varijacijskom principu u kojem se pomaci, deformacije i naprezanja tretiraju kao
nepoznate veli¢ine. [z ovog se pristupa razvila cijela klasa kona¢nih elemenata koji su, za razliku
od elemenata temeljenih na metodi pomaka, oslobodeni problema posmicnog i volumetrijskog
blokiranja. Bletzinger i dr. predstavili su metodu raskoraka u posmiku [B13] koja se temelji na
dekompoziciji savojnih i posmicnih deformacija. DSG usporeduje stvarne pomake sa onima od
Cistog savijanja, i njihovu razliku naziva posmicnim raskorakom. Posmic¢ne deformacije dalje se
odreduju iz posmicnog raskoraka i eliminiraju parazitska posmic¢na naprezanja. Autori su pokazali

kako ova metoda uspjesno otklanja posmicno blokiranje uz visoku racunalnu u¢inkovitost.

2.2 MODELIRANJE LUKOVA I LJUSAKA POMOCU BEZMREZNIH
METODA I METODE RUBNIH ELEMENATA

Iako je metoda konacnih elemenata naSiroko prihva¢en numericki alat za analizu lukova,
ploc¢a i ljusaka, ona u sebi sadrzi i ograni¢enja nametnuta samom mrezom konacnih elemenata.
Kreiranje mreze pokazalo se manjkavim za slucajeve velikih deformacija, pojavu pukotina ili
znacajnijih distorzija mreze. Takoder, samo formiranje mreze konacnih elemenata zahtjeva
robusnijim pristupom u zadnja je dva desetljec¢a doslo je do razvoja tzv. bezmreznih metoda, koje
osiguravaju rijeSenje preko skupa slucajno raspodjeljenih ¢vorova bez predefinirane mreze koja te
¢vorove povezuje [L20]. Postoji cijeli niz do sada predloZzenih bezmreznih metoda s razlikama u
formulacijskim procesima (jaka, kolokacijska ili slaba), aproksimacijskim funkcijama (Smoothed
Particle Hydrodynamics SPH, Reproducing Kernel Particle Method RKPM, Moving Least
Squares MLS, Point Interpolation Method PIM, ...) i zastupljenosti domene (cijela domena ili

samo rubni dio).

Pregledom dosadasnje literature iz bezmrezinh metoda zastupljenih u analizi greda, lukova,
plo¢a i ljusaka najzastupljenijima su se pokazale bezmrezne metode temeljene na slabim
formulacijama poput lokalne Petrov-Galerkin metode (MLPQG) i Element free Galerkin metode
(EFG). Analizu tankih greda MLPG metodom prvi su predlozili su Alturi 1 drugi [A10]. U
predmetnom radu takoder su predlozili i generaliziraciju konvencionalne MLS interpolacije

uvodenjem nagiba kao dodatne neovisne varijable, §to je primjenjivo i na drugim bezmreznim
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metodama. Raju i dr. [R1] takoder su predlozili analizu tankih greda sa MLPG metodom, ali uz
upotrebu radijalnih baznih interpolacijskih funkcija umjesto generaliziranie MLS interpolacije.
Ovaj pristup pokazao se racunalno efiksanijim, postizu¢i bolju to¢nost uz manje racunalnih
operacija. Analiza greda EFG metodom i MLS aproksimacijom predlozena je od strane Tiago i
Leitdo [T8] u svrhu slobodnih oscilacija, te od Xia i drugih [X1] u svrhu gemotrijski nelinearne
analize posebno pogodne za velike pomake. Wang i Chen [WI1] su dalje prosirili analizu
bezmreznih metoda na zakrivljene grede, posebno adresirajuci probleme blokiranja. Predlozena
formulacija temelji se na Stabilized Conforming Nodal Integration (SCNI), i stanje cistog
savijanja kod tankih zakrivljenih greda opisuje bez parazitskih posmicnih i mebranskih

naprezanja.

Prva istrazivanja Kirchhoff-ovih ploca bezmreznim metodama ukljucivala su primjenu
Diffuse element method [H3], 1 nisu polucila zadovoljavajuce rezultate. Krysl i Belytschko su
kasnije ponudili znac¢ajno unaprijedenu analizu taknih plo¢a i ljusaka koriste¢i EFG metodu
[K11], [K12]. U svrhu opisivanja geometrije ljuske i numericke integracije, domena je prekrivena
tzv. pozadinskim elementima (poddomenama). Metoda je temeljena na MLS aproksimaciji, dok su
rubni uvjeti provedeni preko Lagrangeovih multiplikatora. Konzistentnost je osigurana odabirom
kvadratnih baza od drugog i Cetvrtog stupnja. Li 1 drugi [L13] predstavili su trodimenzionalni
pristup bezmreznoj nelinernoj analizi tankih ljusaka pod velikim deformacijama, koristeci tzv.
window function based bezmrezne interpolacije sa diskusijom o otklanjanju efekta blokiranja. Liu
1 Chen [L19] su takoder upotrijebili EFG metodu u kombinaciji sa MLS aproksimacijom, ali u
statickoj 1 dinamickoj analizi tankih ploca razlicitih oblika i rubnih uvjeta. U statickim analizama
rubni su uvjeti osigurani tzv. penalty metodom, dok su u dinamickim analizama osigurani
ortogonalno transformacijskom tehnikom. Navedeni pristup kasnije je proSiren i na spregnute
ploce [C7] te na tanke ljuske [L21]. Peng i drugi [P5] predlozili su staticku analizu koncentricno i
ekscentricno ukrucenih plo¢a prema EFG metodi u kombnaciji sa teorijom posmicne
deformabilnosti prvoga reda. Ukrucena plo¢a promatrana je kao ploc¢a spregnute sa gredama.
Autori su kasnije proSirili nalaizu na orebrebrene ukrucene i neukruc¢ene ploce, promatrane kao
ortotropne ploce spregnute sa gredama [L15], [P6], [L14]. Belinha i Dinis [B9] predlozili su EFG
metodu za nelinearnu analizu ploca i1 viSeslojnih ploca uzimajuc¢i teoriju posmicne deformabilnosti
prvog reda i MLS aproksimaciju oblikovnih funkcija. U upotrebi bezmreznih metoda kod analize
grani¢nih stanja, Le i drugi [L2] su modelirali ploce koriste¢i h-adaptive EFG metodu sa MLS
aproksimacijom. U predlozenoj analizi ¢vorovi mogu biti premjesteni, odbaceni ili dodatno

uvedeni bez slozenih manipulacija podacima. Pogreska izracunatog polja pomaka i njegovih
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derivacija procjenjivana je sa visokom to¢nosc¢u, koriste¢i Taylorov razvoj. EFG metoda sa MLS
aproksimacijom upotrebljena je i kod problema lokalnog izboCavanja celi¢nih greda sa
nepravilnim otvorima u pojasevima, [A1], te kod problema izbocavanja kosih i romboidnih tankih
ploc¢a [J1]. U novije vrijeme, Wang i drugi [W2], [W3] uspjesno su predstavili dinamic¢ku analizu 1
analizu stabilnosti tankih ploca koriste¢i Galerkinov bezmrezni pristup sa Hermite reproducing
kernel aprokismacijom. Moosavi i drugi [M8] predlozili su ortogonalnu bezmreznu metodu

konac¢nih volumena, te primjerima pokazali visoku ucinkovitost metode pri analizi ljusaka.

UnatoC¢ prednostima, bezmrezne metode takoder biljeZze znacajne raCunalne zahtjeve te
povremene nestabilnosti. Alternativno dolazi do primjene metode rubnih elemenata (MRE), koju
karakterizira diskretizacija samo po rubovima domene, odnosno isklju¢ivo rubno modeliranje
problema [A2]. Takav pristup postignut je redukcijom problema preko domene ploce/ljuske na
integralne jednadzbe po rubu elementa. Da bi se postigla potrebna redukcija, rjeSenje je potrebno
prikazati kao sumu integrala koji odgovaraju djeluju¢em opterecenju i komplementarnog rjesenja
(neoptereceni problem sa rubnim uvjetima). MRE najceS¢e se djeli ovisno o pristupu pronalaska
komplenetarnog rjeSenja na izravnu i neizravnu formulaciju. [B1], [B15]. Kao rezultat, MRE
karakteritira smanjenje sustava pripadajuc¢ih jednadzbi, dok je kvaliteta rjeSenja ovisna iskljucivo
o rjesenju na rubu. To se prevodi u manji racunalni angazman i smanjenje nepotrebnih podataka.
U vecini analiza MRE problem svodi na 1D linijske elemente po rubovima ploce/ljuske. Medutim,
ukoliko zelimo analizirati elemente nejednolike debljine, ili ih spariti sa ploSnom analizom (odnos

fluida 1 konstrukcije), korisno je primjeniti povrSinsku diskretizaciju i 3D teoriju elasti¢nosti.

Geometrijski nelinearne formulacije tankih ploca i ljusaka pomoéu MRE predstavljenje su
jos ranih osamdesetih godina proslog stolje¢a. Prve analize tankih plo¢a obuhvacaju formulaciju
od Kamyia i Sawaki-a [K1] temeljena na Bergerovoj jednadzbi i tehnici teZinskog reziduala, te
formulacija od Tanake [T1] temeljenu na Von Karmanovim nelinearnim jednadzbama. Nakon
toga, MRE je u vise radova uspjeSno primjenjena za analizu nelinearnih tankih ploca ukljucujuci
velike pomake i1 post-kriticna ponaSanja [Y2], [O1], [Q1], [Al1], [T3], [T2], [W4]. MRE je
takoder uspjeSno primjenjena u analizi debelih ploca [L10], [S14], ukljucujuéi velike pomake
[W7], post-kriticno ponasanje [W8], te kombinaciju geometrijske 1 materijalne nelinearnosti
[S15]. Prve primjene MRE na analizu geometrijski nelinearnih ljusaka ukljucuju radove od
Kamiya i Sawaki [K2] gdje su analizirane plitke ljuske sa proizvoljnim konturama, Tosaka i
Miyake [T10] gdje je data teoretska podloga za velike progibe sa tri tipa integralnih jednadzbi, te
Zhang i Atluri [Z2] gdje je obradena analiza nakon gubitka stabilnosti plitkih ljusaka. Ye [Y1] je
analizirao plitke ljuske kombiniranjem MRE 1 MKE, dok su Lin i Long [L16] predstavili analizu
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ljusaka sa MRE temeljenoj na metodi pomaka. Liu [L22] je analizirao 3D pristup MRE i zakljucio
kako kod ljusaka ne dolazi do problema degeneracije linearnog sustava jednadzbi usljed blizine
dvaju povrsinskih granica, kao $to je slucaj kod pukotina. Takoder je detaljno prikazan i pristup
kod problema singularnosti, koji se pojavljuje kod 3D analize predmetnih konstrukcija sa MRE.
Autor je takoder prikazao prednosti, nedostatke i primjenu predlozenog modela u odnosu na
MKE. Metoda dvostruke uzajamnosti, originalno predlozena od Nardini i Brebbia [N1] u svrhu
dinamicke analize MRE, u zadnje se vrijeme ustalila se kao nacin postupanja s integralima preko
domene. Wen i drugi [W6] su razradili primjenu navedene metode pri transformaciji integrala
domene u rubnu analizu, za slu¢aj posmi¢no deformabilnih ploca i ljusaka. Dirgantara i Aliabadi
[D6] su predstavili geometrijski nelinearnu analizu posmi¢no deformabilnih ljusaka, u kojoj je rub
je diskretiziran kvadratnim isoparametrijskim elementima, dok je problem domene prebacen na
rubove koriste¢i metodu dvostruke uzajamnosti. Za rjeSavanje problema nelinearnosti predlozili su
jednostavnu 1 ucinkovitu metodu inkrementa. U zadnje vrijeme, Useche [U2] je predstavio
dinamicku analizu posmi¢no deformabilnih elasti¢nih plitkih ljusaka takoder koriste¢i metodi
dvostruke uzajamnosti. MRE formulacija temeljena je na izravnoj vremenskoj integraciji i
elastostatic temeljnim rjeSenjima. Plitku ljusku modelirao je prema [W6], odnosno spajanjem
MRE za posmic¢no deformabilne plo¢e s membranskim stanjem naprezanja. Isti pristup kasnije je

primjenjen na tranzijentnu dinamicku analizu plitkih ljusaka [U1].

2.3 LUKOVI I LJUSKE U KOMBINIRANOJ METODI KONACNO-
DSIKRETNIH ELEMENATA

Bangash 1 Munjiza [B2] predstavili su racunalno ucinkovit kona¢ni element za analizu
tankih grednih konstrukecija, kao $to je prikazano na crtezu 2.12(a). U svrhu 3D analize, element u
¢vorovima posjeduje tri translacije 1 tri rotacije. Uslijed savojnih deformacija dolazi do

zakrivljenost u gredi koju su autori u ¢voru i (crtez 2.12(b)) aproksimirali kao

K, =—- (2.1)

Primjenom najjednostavnijeg (ravnog dvocvornog) konac¢nog elementa stvorila se podloga za
daljnju ucinkovitu analizu strukturalnog otkazivanja i kolapsa armirano-betonskih grednih

elemenata [M13]. Razvijeni element su implementirali u kompjutorski program Y fdem.
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Crtez 2.12 (a) Gredni element u MKDE (b) Gredni element pod savijanjem [B2]

Paavilainen 1 dr. takoder su razvili gredni element u okviru MKDE [P1]. Njihov model pogodan je
za 2D elasticnu analizu posmicno deformabilnih grednih elemenata. Takoder su, upotrebom
pristupa kohezivnih pukotina, postigli dobre rezultate pri simulaciji viSestrukih pukotina u

grednom elementu.

Munjiza i dr. predstavili su analizu ljusaka sa razvojem konacnog elementa prikazanog na
crtezu 2.13 [M16]. Razvijeni model cilja na analizu pukotina i fragmentacije kod viSeslojnih

konstrukcija ljuske, te je implementirali u kompjutorski program Y fdem.
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Crtez 2.13 Konacni element za analizu ljusaka sa globalnim x-y-z i lokalnim &-n-C koordinatnim sustavom
[M16]

Kontakta interakcija rijeSena je upotrebom no binary search (NBS) algoritma za detekciju
kontakata u kombinaciji sa opisom kona¢nog elementa pomocu tri tetraedra, kako je prikazano na
crtezu 2.14.

Rousseau 1 dr. su takoder modelirali ljuske u okvirima MKDE [R8]. Fokusiraju¢i se na
problem udara u armirano-betonske ljuske predstavili su spoj kona¢nih i1 diskretnih elemenata na
nacin da se ljuska modelira kona¢nim elementima, dok se u blizini udara konac¢nim elementima
pridodaju i diskretni. Lokalizacijom diskretnih elemenata samo na podrucje udara postiglo se

znatno smanjenje obima proracuna.
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Crtez 2.14 Konacni element za analizu ljusaka podijeljen u tri tetraedra, u svrhu kontaktne interakcije

[M16]

Potrebno je napomenuti kako se, u okvirima MKDE, modeliranje trokutastim tro¢vornim
elementima do sada primjenjivalo u okvirima 2D, dok je njihovo poopc¢enje u prostornu analizu

prema autorovim saznanjima napravljeno jedino u vidu membranskih naprezanja [D7].
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3. OSNOVE KOMBINIRANE METODE KONACNO-
DISKRETNIH ELEMENATA

U ovom poglavlju prikazat ¢e se teoretska podloga kombinirane metode konacno-diskretnih
elemenata, koja je u ovom radu koriStena kao polaziSte za numericku analizu zakrivljenih
konstrukcija. MKDE, koju je razvio Munjiza [M12], zasniva se na simulaciji ponasanja velikog
broja diskretnih elemenata koji se mogu naci u medusobnoj interakciji. Svaki diskretni element
(zakrivljena konstrukcija) diskretiziran je s vlastitom mrezom konac¢nih elemenata, ¢ime je

omogucena njegova deformabilnost.

MKDE jednadzbe gibanja rjeSava eksplicitno, za svaki ¢vor u svakom vremenskom koraku.
Jednadzbe se formiraju poznavanjem sila u ¢vorovima u kombinaciji sa masama koncentriranima
u ¢vorove. Sile su proracunate obradom eventualne kontaktne interakcije diskretnih elemenata 1
deformacije kona¢nih elemenata. Shodno tome, u ovom poglavlju dat je prikaz obrade kontakte
interakcije u 3D problemima, izra¢una sila uslijed deformabilnosti konac¢nih elemenata te

vremenske diskretizacije.
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3.1 OBRADA 3D KONTAKTNE INTERAKCIJE U KOMBINIRANOJ
METODI KONACNO-DISKRETNIH ELEMENATA

Kontaktna interakcija u kombiniranoj metodi konac¢no-diskretnih elemenata obuhvacéa dva

algoritamski odvojena aspekta:
- detekcija kontakata,
- interakcija kontakata.

Detekcijom kontakata omoguceno je prepoznavanje parova diskretnih elemenata koji su dovoljno
blizu da se nalaze u mogué¢em kontaktu, odnosno eliminiranje onih parova diskretnih elemenata
koji su dovoljno daleko da ne mogu biti u kontaktu. Na taj nacin daljnji proracun interakcije
provodi se eliminiraju¢i parove koji se ne nalaze u kontaktu, i time smanjuje racunalni obim
potreban za ukupnu analizu. U sklopu kombinirane metode konacno-diskretnih elemenata
implementiran je NBS algoritam [M10] koji je prema autorovu saznanju do sada najbrzi algoritam

za prepoznavanje kontakata medu elementima sli¢nih dimenzija.

Nakon detekcije elemenata slijedi proracun kontaktnih sila koje se javljaju uslijed njihove
interakcije. Kontaktne sile nastaju kao rezultat pritiska izmedu dva diskretna elementa, od kojih se
jedan proglaSava kontaktorom, a drugi metom [MI11]. U sklopu ove metode usvojen pristup
odredivanja kontaktnih sila pomocu penalty koeficijenta u kombinaciji sa njihovom

koncentriranom raspodjelom po dodirnoj povrsini, kao Sto je prikazano na crtezu 3.1.

>

kontaktor B,

Crtez 3.1 Pristup koncentrirane raspodjele kontaktnih sila
Za potrebe proracuna kontaktnih sila nad kontaktorom i nad metom uspostavljena su
potencijalna polja @, 1 @, Ciji potencijal opada od srediSta tih elemenata prema rubovima.
Penetracijom diferencijalno malog volumena dV kontaktora u metu dolazi do diferencijalne sile

kojom meta, uslijed svog potencijala, djeluje kontaktor

df =—gradp,(P)dV 3.1)
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gdje je P; toCka preklapanja na koja pripada meti. S druge strane, sila kojom meta svojim
potencijalom, zbog prodora kontaktora u metu, djeluje na diferencijalno mali volumen dV u

okolini tocke Py, koja se nalazi na meti jednaka je

df :grad¢c(B:)dV (3.2)

Ukupna kontaktna diferencijalna sila na to¢ku moze se napisati u obliku

df =[gradp,(P,) - gradp,(P)ldV (3.3)

Da bi se dobila ukupna kontaktna sila na kontaktor, potrebno je provesti integraciju prethodnog

izraza preko cijelog preklapajuceg volumena V iz Cega slijedi izraz

f= | [gradg, -grade Jdv
V=F0P. (3.4)

koji se jo§ moze zapisati u obliku

f= [ n(p.—¢)dsS
S B, B, (3.5)

gdje je n jedini¢na vanjska normala na povrsini preklapajuc¢eg volumena V. Ako bi se htjela dobiti
ukupna kontaktna sila na metu, tada bi se proveo isti postupak s tim da bi kontaktor i meta

zamijenili uloge.

Budu¢i da se u kombiniranoj metodi konacno-diskretnih elemenata svaki diskretni element

opisuje sa svojom mrezom konac¢nih elemenata, volumen diskretnog elementa mozemo pisati kao

p=5,Up,..Up..UB, 6

Analogno volumenu, mozemo 1 potencijal pridruzen diskretnom elementu prikazati kao sumu

potencijala u konacnim elementima

=0, Up,...Up,...Up, 3.7)

Tom raspodjelom promatramo penetraciju volumena diskretnih elemenata preko prostornih
konac¢nih elemenata. Budu¢i da je potencijalni broj kontakata medu kona¢nim elementima jako
velik, u svrhu §to brzeg proracuna kontaktnih sila kao 1 sila koje su posljedica deformiranja

izabran je najjednostavniji prostorni konac¢ni element, a to je ¢etvero¢vorni tetraedar (Crtez 3.2).
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1 2

Crtez 3.2 Cetvero&vorni tetraedar kao konaéni element za interakciju

Za tetraedre je najrazumljivije potencijal ¢ definirati odredivanjem srediSnje tocke u
tetraedru, kao Sto je prikazani na crtezu 3.3. Koristeci sredisnju tocku, tetraedar mozemo podijeliti
u 5 podtetraedara, te potencijal u nekoj tocki P konacnog elementa na dijelu koji pripada i-j-k-/

podtetraedru definirati kao

V. .
P(P) = k|
4Vi—j—k—l

(3.8)

gdje k predstavlja penalty parametar, Vi, je volumen i-j-k-/ podtetraedra dok je V..., volumen

koji pripada i-j-k-I-p podtetraedru, tj. podtetraedru kod kojeg je jedan ¢vor zamijenit sa tockom P.

Crtez 3.3 Tetraedar sa srediSnjom tockom preko koje se definira potencijal [M12]

Racunalni aspekt odredivanja sila uslijed interakcije zapocinje sa identifikacijom konac¢nog
elementa kontaktora i mete. Nadalje, definiraju se Cetiri pripadna podtetraedra za metu (T;, Tz, Ts,
T4) 1 za kontaktor (t;, tp, t3, t4), te se provodi izraun za sve njihove kombinacije. Prvo se definira

polinom presjecnice baze kontaktorovog podtetraedra sa podtetraedrom mete

S=(S,,S,,S5,-55;,--S,) (3.9)

kako je prikazano na crtezu 3.4.
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S
) E

L I

Crtez 3.4 Presjecnice baze kontaktorovog podtetraedra sa podtetraedrom mete (I, J, K, L) [M12]

Nadalje, traze se tocke presjecista definiranog poligona S sa bazom podtetraedra kontraktora

P:(Bl,Bz,B3;---,Bi,"')Bn) (3.10)

kako je prikazano na crtezu 3.5 (a). U svakoj toc¢ki poligona P potrebno je odrediti iznos

potencijala.

(b)

Crtez 3.5 Kontaktni poligon (a) presjecnica (b) izra¢un kontaktnih sila [M12]
Ukupna kontaktna sila odreduje se integracijom preko polinoma P, sumiranjem kontaktnih sila na
dijelovima trokuta, kako je prikazano na crtezu 3.5(b). Kontaktne sile dalje se prenose u
ekvivalentne ¢vorne sile na pripadaju¢im podtetraedrima, gdje se mnoze sa jedinicnim vektorima
normale baze kontaktora. Potrebno je napomenutu kako svakom raspodjelom sila dio sile pripada

srediSnjoj tocki tetraedra, $to se takoder ekvivalentno prenosi u vanjske ¢vorove.

Ovdje predoceni postupak ponavlja se za svaki tetraedar dva puta, jednom kao za kontaktor,

1 jednom kao za metu.
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3.2 DEFORMABILNOST KONACNIH ELEMENATA

U sklopu MKDE svaki diskretni element opisan je sa svojom mrezom konacnih elemenata.
Takav pristup omoguéava analizu deformabilnosti diskretnog elementa promatrajuci
deformabilnost njegovih kona¢nih elemenata. Pomaci deformabilnog tijela u svakom vremenskom
trenutku ispunjavaju uvjete kontinuiteta, a to znaci da ¢e skup materijalnih to¢aka koje su u
pocetnoj konfiguraciji formirale zatvorenu glatku krivulju formirati zatvorenu glatku krivulju u
bilo kojem vremenskom trenutku u deformiranoj konfiguraciji. Zbog potrebe za Sto jednostavnijim
1 brzim algoritmom, te ucinkovitom reprezentacijom proizvoljne prostorne geometrije, za

opisivanje prostornih diskretnih elemenata odabrani su trokutasti tro¢vorni konacni elementi.

Deformiranje trokutastog tro¢vornog konac¢nog elementa prikazano je na crtezu 3.6. Kako
bismo opisali prikazanu deformaciju i uspjesno uspostavili vezu izmedu naprezanja i deformacija,

usvojena su tri koordinatna sustava takoder prikazana na crtezu 3.6.

pocetna deformirana
konfiguracija t=0 konfiguracija t=t
YA A v
J J
A
J
N
L& i

Crtez 3.6 Trokutni tro¢vorni konacni element u pocetnoj i deformiranoj konfiguraciji [M12]

Bazni vektori pocetne konfiguracije (i.)) mogu se izraziti preko baznih vektora deformirane

pocetne konfiguracije (i)
j:jxl+jyj G.11)
Analogno, bazni vektori deformirane poetne konfiguracije mogu se izraziti preko baznih vektora

pocetne konfiguracije
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Kao $to je poznato, polje pomaka nad trokutastim tro¢vornim elementom opisano je linearnim

funkcijama oblika

Xe = Oy X; +ﬂxyi
yczayxi+ﬂyyi (313)

gdje su x. i y. trenutne koordinate u deformiranoj konfiguraciji, a x; i y; pocetne koordinate u
nedeformiranoj konfiguraciji. Kao rezultat toga, kona¢ni elementi imaju konstantan gradijent

deformiranja u svim tockama elementa i konstantne parcijalne derivacije pomaka po x 1 y .

Gradijent deformiranja F najjednostavnije je izraCunati na pocetnoj deformiranoj konfiguraciji

(i)

Oxe O
F = axi ayi
P De
o (3.14)

gdje su x. i y. trenutne koordinate u globalnom koordinatnom sustavu (i, j), dok su X, i ),
koordinate definirane u deformiranom lokalnom koordinatnom sustavu. Ako se npr. uzme ¢lan

ox, / 0x, , tada bi se on po matematic¢koj formulaciji, uzimajuéi u obzir da je

xc :xc(ji’-)ﬁ/‘i)

T (3.15)
yc :yc(xi9yi)
1zracunao na nacin
axi A%, —0 AXx.

1

Budu¢i da je gradijent deformiranja F konstantan, u prethodnom izrazu nije potrebno da Ax; tezi

prema nuli ve¢ se moze uzeti neka kona¢na duljina, pa se moze pisati

axc _ xlc

.
o _TO 3.17)

gdje su x.1 X,, x koordinate ¢vora 1 1 0 u trenutnoj konfiguraciji. Sli¢no se moZe pokazati i za

ostale Clanove tenzora F i1z Cega slijedi
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“Xoe Yo :x0c 1
i
Vie = Yoc  YVac = Voc

i

(3.18)

Da bi se izratunao ¢lan tenzora F npr. OX, / ox; , to se moZe napraviti usmjerenim deriviranjem

o, _ o 3%, 0 3,

—L = K (3.19)
ox, Ox, Ox, Oy, Ox,
Sli¢no se moze napraviti i s ostalim ¢lanovima tenzora F
ox, _ 0% 0% O% Oy
o, Ox, oy, 0y, oy,
0 ox, Oy, Oy.
D V0% B D (3.20)
Ox, Ox, Ox, Oy, Ox,
Ve _ Ve 0% e Br
, Ox dy;, Oy oy,
Sto dovodi do gradijenta deformiranja u obliku
ox, Ox, Ox, Ox, || Ox, Ox;
ox. 0Oy, ox. Oy, ||ox. Oy,
F — 1 yl — 1 yl /—\l {l (3'21)
Ve Be| | Ve Ve || D W
ox; oy, ox; Oy, J[ ox; Oy
Koriste¢i izraz (3.18), gradijent deformiranja moze biti zapisan u obliku
Ox, Ox, _é@ é@_
= ox; oy, :{xlc “Xoe Xy _x0c'j| M o, M » (3.22)
% % Ve ™Voe  Vae = Voe i@ i@ '
ox, oy, ‘J‘ o, ‘J‘ ,

Stupci drugog tenzora s desne strane predstavljaju komponente baznih normiranih vektora (i, j)

zapisanih preko baznih vektora (f, ]) Sto omogucuje da se prethodni izraz prikaze u obliku
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Ox. Ox ox. Ox

ox, oy, o, oy ||k U
Ve De| |De Dl I
ox. oy | |ox oy

(3.23)

Budu¢i da je veza izmedu deformirane (E, ]) 1 poCetne konﬁguracije(i, j) definirana kao

. . n ~ 71

i J. i

Al P (3.24)
Lo J5 L y

te uzimajuci u obzir da je

=

)

~

> =t -1
l .]x :|:xli _x0i x2i _x()i:| (3 25)
L, Vi =Voi Vo = Voi

izraz (3.23) se moze napisati u obliku

ox. Ox

ox; oy, |:xlc “Xoe  Xoe T Xoe } |:x1i T Xoi Xy T X }_1
% % Yie 7Voe  Vae = Voe JL Vi = Voi Vo = Voi
ox, 0oy,

(3.26)

gdje su x;1 ¥, koordinata x, odnosno y, i-tog ¢vora u pocetnoj konfiguraciji. Na isti nain moguce

je izraCunati 1 gradijent brzine koji ¢e, primjenjujuci analogiju s tenzorom F , imati oblik

ov ov

xc xc
-1
L _ axi ayz _ vxlc - vac vch - vac xlc _XOC x2c _XOC (3 27)
avyc avyc vylc _vyOC ych _vyOC ylc _yOC y2i _yoc
ox, Oy,
i i

Da bi dosli do pripadaju¢ih naprezanja u elementu, potrebno je razluciti rotaciju od

rastezanja elementa. Shodno tome, tenzor F moZemo napisati kao produkt dvaju tenzora

F=VR (3.28)

gdje R prezentira rotaciju, dok se V naziva lijevi tenzor rastezanja. Da bi se lijevi Green-
St.Venantov tenzor deformacija mogao razluciti na dio koji obuhvaca promjenu volumena i na dio

koji obuhvaca promjenu oblika, potrebno je gradijent deformiranja F napisati kao umnozak tri
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tenzora od kojih ¢e jedan predstavljati Cistu rotaciju R, drugi promjenu oblika bez promjene

volumena Vy, a tre¢i promjenu volumena bez promjene oblika V

F=VV,R (3.29)

Vazno je napomenuti da je detF=detV, 1 detV,=1. Lijevi Green-St.Venantov tenzor

deformacija moze se napisati kao

E- %(FFT -1)= %[(VSVdR)(VSVdR)T -1
_ %[VSVdRRTVdTVST 1] (3.30)

= %[VSVdVdTVST 1]

Budu¢i da tenzor Vg ne uzrokuje nikakvu promjenu oblika nego samo promjenu volumena koji se

uveca za (detF ) puta, moze se zakljuciti da se tenzor Vg moze napisati u obliku

V. =I/detF (3.31)

jer se svaka stranica diferencijalnog elementa produlji za vdetF puta. Uvrstavajudéi izraz (3.31) u

(3.30) dobije se

-1 .
E:E[VdVd (det F[)-1 ] (3.32)

Dio lijevog Green-St.Venantovog tenzora deformacija koji se odnosi na promjenu oblika izgleda
kao

_ ] . 1( FE"
E =—(VV"-1)=—| —— -1 3.33
‘ 2( V' 1) 2(|detF| j -39

dok dio koji se odnosi na promjenu volumena ima oblik

1

_ 1
E, =§(VSVST ~1) =§(I|detF|—I) = I[

|detF|—lj (3.34)

Poznavajuci gradijent deformiranja F moguce je izracunati lijevi Cauchy-Greenov tenzor

deformiranja B
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ox. Ox || ox %

ox, Oy, || Ox, Ox,
(3.35)
De Ve | % D

ox;, oy Lo, W

Na sli¢an nacin moze se dobiti tenzor brzine deformiranja D dobiven iz gradijenta brzine. Buduci
da gradijent brzine L u sebi sadrzi komponente brzine koje su posljedica brzine deformiranja i
brzine rotacije, potrebno je uzeti u obzir samo simetrini dio gradijenta brzine koji sadrzi

komponente vezane uz brzinu deformiranja u obliku

D-1(L+L )=~ AN (3.36)
2| Ov,. Ov, ov. v, .

axi ayi oy ; ayi

Iz lijevog Cauchy-Greenovog tenzora deformiranja, za male deformacije slijedi Green-

St.Venantov tenzor deformacija

ox. Ox || ox %

_ ox, Oy || ox, Ox, 1 0
E=1(V2_1)=l(3_1)=l SO | e R (3.37)
2 2 20| e D || 0% | (0]
ox; Oy |
koji se moze prikazati dijelom koji u sebi sadrzi doprinos od promjene oblika
ox, Ox. || Ox, Oy,
1, V? 1 B 1| 1 |o0x, 9y ||ox, ox, | [1 0
== (——-D=—(———=-D == —— — (3.38)
2 "|detF| 2 "|detF| 2| |detF|| dy, oy, || &x, dy. | [0 1
ox; |l Oy
1 dijelom koji doprinosi promjeni volumena
_ detF|—1 detF|-13[1 0
£ -Llovvion=t1 detF|-1) _(|detF| (3.39)
T2 2 2 0 1

Poznavajuéi tenzor deformacija, Cauchyjev tenzor naprezanja moze se dobiti koriste¢i Hookov

zakon sukladno izrazu
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E g+ §imp

6= + 7
(+v) * (1-2v) (3.40)

gdje je E modul elasticnosti, v Poissonov koeficijent, a z koeficijent priguSenja koji sa D

predstavlja doprinos brzine deformiranja. Prethodni izraz moze se jos zapisati kao

6=2uE+ g 1+uD (3.41)

gdje su x i A Laméove konstante, dok je &, volumenska deformacija koja je jednaka

£, =&, 16, +&, (3.42)

Sila po jedinci duljine stranice trokutnog elementa (s) u deformiranoj konfiguraciji moze se
izraCunati pomoc¢u komponenti jedini¢ne normale polozene na stranicu trokuta u deformiranoj

konfiguraciji (n), prikazanoj na crtezu 3.7.
S.X U.X‘C O-‘C nx
{ H , H } (.43)
Sy O-yx O-y)’ n)’

Sila po jedinici duljine stranice trokutnog elementa koja pripada pojedinom ¢voru definirana je

G‘(X 6‘( n‘(
o o] o
O-)’X O-yy n}’

deformirana (rotirana i rastegnuta)
konfiguracija

izrazom

pocetna
Y A konfiguracija

rotirana (prijelazna)
konfiguracija

Crtez 3.7 Vektori normale na trokut [M12]
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3.3 VREMENSKA DISKRETIZACIJA

U kombiniranoj metodi konac¢no-diskretnih elemenata svaki diskretni element diskretiziran
je sa svojom mrezom kona¢nih elemenata. Kao §to je ve¢ navedeno, u okvirima ove radnje
koriStena je diskretizacija pomocu trokutastih tro¢vornih konacnih elemenata. Oblik 1 poloZzaj

diskretnog elementa tada mozemo opisati trenutnim koordinatama ¢vorova konacnih elemenata u

obliku

x=| - (3.45)

gdje n predstavlja ukupan broj stupnjeva slobode predmetnog diskretnog elementa. Analogno,

polje brzina nad diskretnim elementom definirano je brzinama u ¢vorovima konacnih elemenata

V== (3.46)

dok je polje ubrzanja nad diskretnim elementom definirano ubrzanjima u ¢vorovima konacnih

elemenata

a=xX=|- (3.47)
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Da bi se uzeli u obzir inercijalni efekti, u proracun je potrebno uvesti masu koja je u kombiniranoj
metodi konac¢no-diskretnih elemenata koncentrirana u ¢vorove kona¢nih elemenata (crtez 3.8). Taj
pristup nam znaci da se masa, umjesto raspodijele po cijelom diskretnom elementu, pretpostavlja

iskljucivo koncentrirano 1 to u ¢vorovima konacnih elemenata.

m;

Crtez 3.8 Model koncentriranih masa

Analogno koordinatama, brzinama i ubrzanjima, masu koja pripada odredenim stupnjevima

slobode mozemo prikazati kao

(3.48)

Ukupna sila koje se javlja u ¢voru kona¢nog elemenata posljedica je:
- interakcije izmedu dva ili viSe diskretnih elemenata u kontaktu,
- deformiranja kona¢nog elementa,
- djelujucih vanjskih opterecenja,
- priguSenja (bilo vanjskog ili unutrasnjeg).

Zbrajanjem tih sila u svakom ¢voru diskretnog elementa dobivamo raspodjelu sila po elementu

koju mozemo prikazati kao

Metoda konacno-diskretnih elemenata za staticku i dinamicku analizu tankih lukova i ljusaka 50



3. Osnove kombinirane metode konacno-diskretnih elemenata

/>

/i
f=| ... (3.49)

Poznavanje sila u ¢vorovima omogucava nam sklapanje jednadzbe dinamiCke ravnoteze

sustava
m, X /i
m, Xy S
m, X, S5
= ... (3.50)
m; X, /i
L m}’l _ _"XE}’I _ _f;‘l _

Ukoliko ne dolazi do pojave procesa loma matrica masa moze se smatrati konstantnom, dok je
vektor ¢vornih sila funkcija ¢vornih koordinata i brzina. U okvirima ovdje predstavljene metode
za integraciju prethodne jednadzbe u vremenu izabrana je eksplicitna metoda konac¢nih razlika
[M12], koja je uvjetno stabilna i Cija stabilnost i to¢nost ovisi o izboru vremenskog koraka.

Osnovna shema metode konacnih razlika moze se prikazati u obliku

Viarn =Vian +A m”' f, (3.51)

X, =X +AV,, (3.52)

gdje je v, vektor ¢vornih brzina u trenutku (#+At/2), v, ,,, vektor brzina u trenutku (
t—At/2), £ vektor &vornih sila u poloZaju X,, m matrica masa, X,,,, vektor koordinata ¢vorova u

trenutku 7+ Af, X vektor koordinata ¢vorova u trenutku ¢, Af vremenski korak.

Iz izraza (3.50) moZe se uociti da u kombiniranoj metodi konacno-diskretnih elemenata
nema rjeSavanja sustava jednadzbi, ve¢ se vremenska integracija jednadzbi gibanja u vremenu, uz
primjenu modela koncentriranih masa i eksplicitne integracijske metode, svodi na rjeSavanje n

linearnih jednadzbi za svaki vremenski korak.
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4. NUMERICKI MODEL ZA ANALIZU KONSTRUKCIJA
LUKOVA

U okviru ovog poglavlja detaljno je opisan numericki model za analizu konstrukcija lukova,
razvijen u sklopu kombinirane metode konacno-diskretnih elemenata. Kako u okvirima ove
metode nema potrebe za sastavljanjem matrica krutosti niti matrice masa, razvoj modela se svodi

na raCunanje ¢vornih sila na temelju pocetnih i trenutnih koordinata ¢vorova konacnih elemenata.

U daljnjem tekstu nalazi se detaljni prikaz kona¢nog elemenata, diskretizacije te
mehanizama nosivosti uzduznih i popre¢nih deformacija luénih konstrukcija. Da bi se omogucéila
numericka analiza, ovdje prezentirani model implementiran je u kompjuterski program Y-3D
[M12]. Razvijeni su algoritmi koji u svakom vremenskom koraku ukljuuju pracenje stanja
naprezanja i deformacija u kona¢nom elementu, integraciju jednadzbe gibanja u vremenu koja
ukljucuje velike pomake i rotacije te vizualizaciju spomenutih efekata. Takoder, provedena je i
validacija numeri¢kog modela prikazana na nekoliko jednostavnih primjera koji obuhvacaju
validaciju mehanizma nosivosti uzduznih i popre¢nih deformacija, njihovu interakcije te analizu

stabilnosti konstrukcije.
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4.1 NUMERICKI MODEL LUKOVA

Geometrija luka je, u okviru ovdje predloZzenog numeri¢kog modela, predstavljena pomocu
najjednostavnijih ravnih dvo¢vornih konac¢nih elemenata, kao Sto je prikazano na crtezu 4.1. Masa
konstrukcije koncentrirana je u ¢vorovima konacnih elemenata. Pri tome, svakom ¢voru pripada

masa od polovice njemu susjednih kona¢nih elemenata.

konac¢ni element

¢vor konacnog
y elementa

Crtez 4.1 Diskretizacija konstrukcije luka

Svaki konacni element definiran je globalnim kartezijevim koordinatama pripadajucih

¢vorova u pocetnoj i trenutnoj konfiguraciji, kao sto je prikazano na crtezu 4.2.

X pocetna konfiguracija trenutna konfiguracija

CrteZ 4.2 Pocetna i trenutna konfiguracija dvo¢vornog konacnog elementa

Budu¢i da se kod lukova prijenos optere¢enja odvija kombiniranim djelovanjem uzduzne i savojne
krutosti, tako su i ¢vorne sile u ovom numericCkom modelu ra¢unate odvojeno, od uzduzne i od

poprecne deformacije.

Poznavaju¢i pocetne i trenutne koordinate elementa moguce je izracunati uzduznu

deformaciju

e=(0,-1,)1, 4.1

iz Cega proizlazi pripadajuce naprezanje

o= FEe+ué (4.2)

gdje je E modul elasti¢nosti, zz koeficijent prigusenja dok je & brzina promjene naprezanja.

Naprezanje se dalje prevodi u odgovarajuce ¢vorne sile
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fo=/f =04 (4.3)

u smjeru osi kona¢nog elementa, kao Sto je prikazano na crtezu 4.3.

X
Crtez 4.3 Cvorne sile uslijed uzduzne deformacije dvoévornog kona¢nog elementa
Sile uslijed savojne deformacije luka racunaju se ovisno o promjeni zakrivljenosti
konstrukcije. Da bi se izracunala zakrivljenost potrebno je svaki ¢vor promatrati skupa sa njemu

susjednim ¢vorovima, kao Sto je prikazano na crtezu 4.4.

1
pocetna konfiguracija trenutna konfiguracija

X

CrteZ 4.4 PoCetna i trenutna pozicija ¢vora 1 sa susjednim ¢vorovima 0 i 2
Uzimajuéi u obzir matematicki izraz zakrivljenosti triju toc¢aka, pocetna zakrivljenost moze se

pisati kao

5 sin @;

X

K

4.4

gdje ¢; predstavlja pocetni kut izmedu konacnih elemenata, dok x; predstavlja pocetnu udaljenost,

kao Sto je prikazano na crtezu 4.4. Analogno, trenutna zakrivljenost dobije se kao

sin @,
x

K.=2

4.5)

Cc

gdje ¢, predstavlja pocetni kut izmedu konacnih elemenata, dok x. predstavlja pocetnu udaljenost,

kao Sto je prikazano na crtezu 4.4. Promjena zakrivljenosti na ¢voru 1 definirana je kao

- (4.6)
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Moment u ¢voru 1 (crtez 4.4) moze se pisati ovisno o promjeni zakrivljenosti x kao

m = Dk + ux 4.7)

gdje D predstavlja savojnu krutost

D=EI (4.8)

gdje je I moment inercije poprec¢nog presjeka konacnog elementa, u poprecni koeficijent
prigusenja, dok je x brzina promjene zakrivljenosti. Savojni moment m potrebno je prebaciti u
ekvivalentne ¢vorne sile okomite na pripadajuci kona¢ni element, kao Sto je prikazano na crtezu

4.5.

(a) (b)

Crtez 4.5 Ekvivalentne ¢vorne sile uslijed savojnog momenta (a) moment (b) ¢vorne sile

Cvorne sile uslijed momenta u ¢vorovima 0, 1 i 2 (crtez 4.5) iznose

m
Joi = i A wo)
flj :ij :lﬂ.

e (4.10)

gdje su /;c 1 ;. trenutne duljine konacnih elemenata i 1.

Za slucaj rubnih kona¢nih elemenata potrebno je nadomjestiti nedostatak treceg Cvora
potrebnog za izraze (4.4) i (4.5). Kod zglobnih i slobodnih rubnih uvjeta moment mora biti jednak
nuli, $to se u predmetnom modelu reflektira na nain da je promjena zakrivljenosti x u rubnom
¢voru jednaka nuli. Kod upetih rubnih uvjeta upetost se uzima u obzir preko kruznice koja prolazi
kroz rubni i prvi njemu susjedni ¢vor, te ima tangentu koja na rubnom ¢voru odgovara i tangenti

konstrukcije (crtez 4.6). Odredivanjem zakrivljenosti predmetne kruznice u pocetnoj (crtez 4.6 (a))

Metoda konacno-diskretnih elemenata za staticku i dinamicku analizu lukova i ljusaka 55



4. Novi numericki modeli za analizu konstrukcija lukova

1 trenutnoj (crtez 4.6 (b)) konfiguraciji definirana je promjena zakrivljenosti x rubnog ¢vora, iz

¢ega dalje slijedi moment na upetome rubu.

pocetna
konfiguracija

tangenta na

trenutna
konfiguracija

tangenta na

konstrukciju konstrukciju
\ kruznica
rubni rubni kruznica
¢vor ¢vor -

(a)

(b)

CrteZ 4.6 Upeti rubni uvjet u (a) pocetnoj konfiguraciji (b) trenutnoj konfiguraciji

Implementacija upetosti izvrSena je aproksimacijom predlozenog postupka pomocu tzv. fiktivnog
¢vora, kako je prikazano na crtezu 4.7. Fiktivni ¢vor, sa nepromijenjenim koordinatama u pocetnoj
1 trenutnoj geometriji, nalazi se na kruznici koja prolazi rubnim ¢vorom, njemu najblizem
susjednom ¢voru i na rubnom ¢voru ima tangentu koja odgovara tangenti konstrukcije (crtez 4.7).
Na ovaj nacin zakrivljenost rubnog ¢vora u pocetnoj konfiguraciji u potpunosti odgovara stvarnoj
zakrivljenosti konstrukcije, dok zakrivljenost u trenutnoj konfiguraciji uslijed pomicanja tangente
biljezi odstupanja od stvarne vrijednosti. Medutim, priblizavanjem fiktivnog ¢vora rubnom ¢voru
dolazi do podudaranja u tangentama kruznice i1 konstrukcije. Moze se pokazati kako kod tisu¢u
puta manje duljine fiktivnog elementa i (crtez 4.7) od konacnog elementa j (crtez 4.7) odstupanje

iznosi manje od 0.01 %.

pocetna trenutna

konfiguracija

tangenta na

konstrukciju ™\

rubni
cvor

kruznica

fiktivni
element

fiktivni
¢vor

2/

(a)

konfiguracija

tangenta na
konstrukciju

tangenta na
kruznicu

2
\ kruznica

R

Ve

rubni
¢vor

fiktivni
element

fiktivni
¢vor N

(b)

Crtez 4.7 Implementacija rubnog uvjeta u (a) pocetnoj konfiguraciji (b) trenutnoj konfiguraciji
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Proceduru prikazanu u ovom poglavlju potrebno je ponoviti za svaki ¢vor konacnog
elementa. Sile uslijed uzduznih naprezanja, kao 1 ekvivalentne sile uslijed momenta, pribrajaju se

globalnom vektoru ¢vornih sila.

4.2 VERIFIKACIJA NUMERICKOG MODELA

PredloZzeni numericki model implementiran je u open source MKDE paket — Yfdem [M12].
Verifikacija modela izvedena je nizom primjera, usporeduju¢i dobivene rezultate sa onima
oc¢itanima u programskom paketu ABAQUS [S10]. Prikazani su efikasnost i preciznost savojnog
mehanizma, kombinacije savojnog 1 uzduznog mehanizma, implementacije rubnih uvjeta upetosti,
analize stabilnosti, te post-kriticnog ponaSanja konstrukcije. Numericki rezultati u ABAQUS-u
dobiveni su koristec¢i tro¢vorne kvadratne gredne elemente (B22), uzimajuéi u obzir geometrijsku

nelinearnost i linearno elasti¢no ponasanje materijala.

Da bi se osigurala dovoljna gustoca diskretizacije numeri¢kog rjeSenja u ABAQUS-u, mreza
kona¢nih elemenata proguséivana je sve dok razlika u rjeSenjima dvaju uzastopnih gustocéa nije

bila manja od 0.005%.

4.2.1 Prosta greda pod vlastitom teZinom

Prosta greda pod optere¢enjem od vlastite tezine (crtez 4.8) odabrana je u svrhu validacije
savojnog mehanizma predlozenog modela. Greda se pocetno nalazi u idealno ravnoj geometriji i
uslijed vlastite tezine podlijeze oscilacijama. Karakteristika odabranog materijala je E=210 GPa,
gustoéa p=7850 kg/m’, dok je za konstantu gravitacije usvojeno g=10m/s>. Sirina popretnog

presjeka uzeta je kao 1 m, dok je visina varirana u vrijednostima od 10 mm, 50 mm i 200 mm.

\AAAAAAAAAAAAAR
H

L=10.0m

7

Crtez 4.8 Prosta greda pod gravitacijskim optereéenjem

Diskretizacija grede izvrSena je koriste¢i 2, 4, 8 i 16 konacnih elemenata, Sto znaci da je
duljina konacnog elementa / iznosila L/2, L/4, L/8 i L/16. Ravnotezni polozaj za pojedinu
diskretizaciju moguce je dobiti uvodenjem koeficijenta prigusenja, uslijed ¢ega osciliranjem greda

u konacnici zauzima ravnotezni polozaj (crtez 4.9).
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vrijeme / s
0 8
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g
%020 |\
£ I\/\fv
o
a,
-0.30
-0.40

Crtez 4.9 Krivulja vrijeme-pomak na sredini raspona za 50 mm debelu prostu gredu diskretiziranu sa 16

konaénih elemenata i koeficijent prigusenja od x=109.8 kNm?/s.

Ravnotezni progib na sredini grede, dobiven predlozenim numeri¢kim modelom, usporeden
je sa numeric¢kim rjeSenjem dobivenim programskim paketom ABAQUS [S10], kako je prikazano
u tablici 4.1. Numericko rjeSenje iz ABAQUS-a dobiveno je upotrebom 100 tro¢vornih grednih

elemenata.

Tablica 4.1 Progib na sredini proste grede u (mm)

MKDE (/=L/2) 4070.4 279.935 17.522
MKDE (/=L/4) 3211.4 244.675 15.322
MKDE (/=L/8) 3065.5 235.927 14.784
MKDE (/=L/16) 3034.2 233.742 14.648
ABAQUS nelinearno 3024.0 232.999 14.601

Relativna pogreska numerickog rezultata dobivenog predlozenim MKDE modelom, u
usporedbi sa geometrijski nelinearnim rjeSenjem dobivenim ABAQUS-om, prikazana je u tablici
4.2. Vidljivo je kako poveéanjem broja konacnih elemenata numericko rjesenje konvergira ka
rjeSenju dobivenom sa ABAQUS-om, te da se pogreska smanjuje sa /2. Takoder je vidljivo da je
utjecaj debljine grede na pogreSku zanemariv, $to pokazuje kako numericki model ne pati od

problema blokiranja.

Tablica 4.2 Relativna pogreska proste grede u usporedbi sa rjeSenjem dobivenim iz ABAQUS-a (%)

MKDE (/=L/2) 34.60 20.14 20.01
MKDE (/=L/4) 6.20 5.01 4.94
MKDE (/=L/8) 1.37 1.26 1.25
MKDE (/=L/16) 0.34 0.32 0.32

Validacija dinamickog ponasanja grede provedena je usporedbom numeri¢kog rjesSenja za

slobodne oscilacije, promatraju¢i pomak sredine grede dobiven predlozenim MKDE modelom i1
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ABAQUS paketom, kako je pokazano na crtezu 4.10. Diskretizacija unutar predloZenog modela

provedena je sa 16 kona¢nih elemenata. 1z crteza je vidljivo kako je postignuto izvrsno poklapanje

rezultata.
vrijeme / s vrijeme / s
0 5 10 15 20 0 1 2 3 4
OO T T T A ] 00 T T /\ T /\
. i -0.1 +
- 1.0 —— ABAQUS = ——— ABAQUS
220 - ——MKDE ¢ -0.2 1 ——MKDE
= g
2-3.0 - 2-0.3 -
4.0 - -0.4 1
50 0.5 -
(a) (b)
vrijeme / s
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
0.00 \ \ . .
£ 001 -
=
£
Q
2-0.02 -
-0.03

(c)
Crtez 4.10 Usporedba pomaka na sredini proste grede za slobodne oscilacije, sa debljinom grede od (a) 10

mm, (b) 50 mm i (¢) 200 mm.

4.2.2 Obostrano upeta greda pod vlastitom teZinom

Obostrano upeta greda pod opterecenjem od vlastite tezine (crtez 4.11) odabrana je u svrhu
validacije savojne krutosti predlozenog modela za slucaj upetih rubnih uvjeta. Materijalne

karakteristike, popre¢ni presjek i diskretizacija odgovaraju onima u prethodnom primjeru.

¥HHHH+HH¥

L=10.0 m
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|
»
»
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Crtez 4.11 Obostrano upeta greda pod gravitacijskim opterecenjem
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Ravnotezni progib na sredini upete grede, dobiven predlozenim numerickim modelom,
usporeden je sa numeri¢kim rjeSenjem dobivenim programskim paketom ABAQUS [S10], kako je
prikazano u tablici 4.3. Numericko rjeSenje iz ABAQUS-a dobiveno je koriste¢i 100 tro¢vornih

grednih elemenata.

Tablica 4.3 Progib na sredini upete grede u (mm)

MKDE (/=L/2) 55.765 37.562 3.2850
MKDE (/=L/4) 55.142 35.421 3.0112
MKDE (/=L/8) 54.463 34.828 2.9428
MKDE (/=L/16) 54.012 34.676 2.9257
ABAQUS nelinearno 53.947 34.625 2.9199

Relativna pogreska rezultata dobivenog sa predlozenim modelom, u usporedbi sa
geometrijski nelinearnim rjeSenjem dobivenim sa ABAQUS-om, prikazana je u tablici 4.4.
Vidljivo je da kako povecanjem broja konacnih elemenata numeri¢ko rjeSenje konvergira ka
rjesenju dobivenom sa ABAQUS-om, te da se pogreska smanjuje sa /. Takoder je vidljivo kako je
utjecaj debljine grede na pogresku zanemariv, §to pokazuje da numericki model ne pati od

problema blokiranja.

Tablica 4.4 Relativna pogreska upete grede u usporedbi sa rjeSenjem dobivenim sa ABAQUS-om (%)

MKDE (I=L/2) 3.37 8.48 12.50
MKDE (I=L/4) 221 2.30 3.13
MKDE (/=L/8) 0.96 0.59 0.78
MKDE (/=L/16) 0.12 0.15 0.20

Validacija dinami¢kog ponaSanja upete grede provedena je usporedbom numerickog rjeSenja
za slobodne oscilacije, promatraju¢i pomak na sredini upete grede dobiven predlozenim MKDE
modelom i ABAQUS paketom, kako je pokazano na crtezu 4.12. Diskretizacija unutar
predlozenog modela provedena je sa 16 kona¢nih elemenata. Iz crteza je vidljivo kako je

postignuto izvrsno poklapanje rezultata.
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CrteZ 4.12 Usporedba pomaka na sredini upete grede za slobodne oscilacije, sa debljinom grede od (a) 10
mm, (b) 50 mm i (¢) 200 mm.

4.2.3 Zglobni luk pod vlastitom teZinom

Zglobni luk prikazan na crtezu 4.13, optereCen gravitacijskim opterecenjem od vlastite

tezine, odabran je u svrhu validacije interakcijskog djelovanja uzduzne i savojne krutosti.

Materijalne karakteristike odgovaraju onima usvojenima u primjeru 4.2.1. Sirina popreénog

presjeka uzeta je kao 1 m, dok je visina varirana u vrijednostima od 25 mm, 50 mm, 100 mm i 200

mim.

CrteZ 4.13 Zglobni luk pod gravitacijskim optere¢enjem
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Diskretizacija luka izvrSena je koriste¢i 16, 32, 64 1 128 konacnih elemenata. Ravnotezni
progib na sredini luka, dobiven predlozenim numerickim modelom, usporeden je sa numerickim
rjeSenjem dobivenim programskim paketom ABAQUS [S10], kako je prikazano u tablici 4.5.

Numericko rjesenje iz ABAQUS-a dobiveno je koristec¢i 244 tro¢vornih grednih elemenata.

Tablica 4.5 Progib na sredini zglobnog luka u (mm)

Debljina grede 25 mm 50 mm 100 mm 200 mm
MKDE (16 elem) 453.98 59.210 13.274 3.2753
MKDE (32 elem) 435.54 59.210 13.274 3.2753
MKDE (64 elem) 428.93 58.919 13.228 3.2650
MKDE (128 elem) 427.00 58.826 13.213 3.2615

ABAQUS nelinearno 426.53 58.792 13.208 3.2618

Relativna pogreska numeri¢kog rezultata dobivenog sa predlozenim MKDE modelom, u
usporedbi sa geometrijski nelinearnim rjeSenjem dobivenim sa ABAQUS-om, prikazana je u
tablici 4.6. U tablici je vidljivo kako sa povecanjem broja kona¢nih elemenata numericko rjeSenje

konvergira ka rjeenju dobivenom sa ABAQUS-om, te da se pogreska smanjuje sa /°.

Tablica 4.6 Relativna pogreska zglobnog luka u usporedbi sa rjeSenjem dobivenim sa ABAQUS-om (%)

Debljina grede 25 mm 50 mm 100 mm 200 mm
MKDE (16 elem) 6.43 1.21 0.57 0.39
MKDE (32 elem) 2.11 0.71 0.50 0.41
MKDE (64 elem) 0.56 0.22 0.15 0.10
MKDE (128 elem) 0.11 0.06 0.04 -0.01

Validacija dinamickog ponasanja luka provedena je usporedbom numerickog rjeSenja za
slobodne oscilacije, promatrajuc¢i pomak na sredini luka dobiven predlozenim MKDE modelom 1
ABAQUS paketom, kako je pokazano na crtezu 4.14. Diskretizacija unutar predloZzenog modela
provedena je sa 128 konacnih elemenata. Iz crteza je vidljivo kako je postignuto izvrsno

poklapanje rezultata.
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CrteZ 4.14 Usporedba pomaka na sredini zglobnog luka za slobodne oscilacije, sa debljinom luka od (a) 25

mm, (b) 50 mm, (¢) 100 mm i (d) 200 mm.

4.2.4 Upeti luk pod vlastitom teZinom

Upeti luk prikazan na crtezu 4.15, optereCen gravitacijskim opterecenjem od vlastite tezine,
odabran je u svrhu validacije interakcijskog djelovanja uzduzne i savojne krutosti sa upetim
rubnim uvjetima. Materijalne karakteristike odgovaraju onima usvojenima u primjeru 4.2.1. Sirina
popre¢nog presjeka uzeta je kao 1 m, dok je visina varirana u vrijednostima od 25 mm, 50 mm,

100 mm 1 200 mm.

CrteZz 4.15 Upeti luk pod gravitacijskim optereenjem

Diskretizacija luka izvrsena je koriste¢i 16, 32, 64 1 128 konac¢nih elemenata. Ravnotezni
progib na sredini luka, dobiven predlozenim numerickim modelom, usporeden je sa numerickim
rjeSenjem dobivenim programskim paketom ABAQUS [S10], kako je prikazano u tablici 4.7.

Numericko rjeSenje iz ABAQUS-a dobiveno je koriste¢i 244 troc¢vornih grednih elemenata.

Tablica 4.7 Progib na sredini upetog luka u (mm)

Debljina grede 25 mm 50 mm 100 mm 200 mm
MKDE (16 elem) 171.49 30.566 7.1910 1.8231
MKDE (32 elem) 152.07 27.605 6.5185 1.6592
MKDE (64 elem) 147.34 26.846 6.3441 1.6166
MKDE (128 elem) 146.17 26.655 6.3000 1.6058

ABAQUS nelinearno 145.77 26.590 6.2853 1.6022
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Relativna pogreska numerickog rezultata dobivenog sa predlozenim MKDE modelom, u
usporedbi sa geometrijski nelinearnim rjeSenjem dobivenim sa ABAQUS-om, prikazana je u
tablici 4.8. U tablici je vidljivo kako sa povecanjem broja kona¢nih elemenata numericko rjeSenje

konvergira ka rjeSenju dobivenom sa ABAQUS-om, te da se pogreska smanjuje sa /°.

Tablica 4.8 Relativna pogreska upetog luka u usporedbi sa rjeSenjem dobivenim sa ABAQUS-om (%)

Debljina grede 25 mm 50 mm 100 mm 200 mm
MKDE (16 elem) 17.64 14.95 14.41 13.79
MKDE (32 elem) 4.32 3.82 3.71 3.56
MKDE (64 elem) 1.08 0.96 0.94 0.90

MKDE (128 elem) 0.27 0.24 0.23 0.22

Validacija dinamickog ponaSanja luka provedena je usporedbom numerickog rjeSenja za
slobodne oscilacije, promatrajuc¢i pomak na sredini luka dobiven predlozenim MKDE modelom i
ABAQUS paketom, kako je pokazano na crtezu 4.16. Diskretizacija unutar predloZzenog modela

provedena je sa 128 konacnih elemenata. Iz crteza je vidljivo kako je postignuto izvrsno

poklapanje rezultata.

vrijeme / s vrijeme / s
0 2 4 6 8 0 1 2 3 4
0.05
7 n " A ” 0.00 n— .
g -0.05 1 .
= —— ABAQUS = -0.02 - ——ABAQUS
g.0.15 - 3 ——MKDE
g ——MKDE £
&
-0.25 - 004 V U U
035 - -0.06 -
(a) (b)
vrijeme / 8 vrijeme / s
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 00 02 04 06 08 1.0
0.002 0.0005
g -0.002 - n £ 0.0005 " ”
~ — ABAQUS ~ ——ABAQUS
S .0.006 - £ .0.0015
g = MKDE g ——MKDE
g g
-0.010 -0.0025 - U U
-0.014 -0.0035
(c) (d)

CrteZ 4.16 Usporedba pomaka na sredini upetog luka za slobodne oscilacije, sa debljinom luka od (a) 25

mm, (b) 50 mm, (¢) 100 mm i (d) 200 mm.
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4.2.5 Konzola podloZena posmicnoj sili na slobodnom kraju

Konzola podloZena posmicnoj sili na slobodnom kraju, kako je prikazano na crtezu 4.17,
odabrana je u svrhu validacije predlozenog modela za sluCajeve kona¢nih pomaka 1 rotacija.
Konzola ima modul elasti¢nosti od £=210 GPa, Sirina poprec¢nog presjeka iznosi 1 m, dok je

visina poprecnog presjeka 200 mm. Diskretizacija konzole provedena je sa 16 konacnih

posmicna sila T

L=10.0 m

elemenata.

Ve

|
]
|
)
<

Crtez 4.17 Konzola podloZena posmic¢noj sili

Crtez 4.18 prikazuje dijagrame vertikalne sile na slobodnom kraju konzole u ovisnosti o
vertikalnom 1 horizontalnom pomaku slobodnog kraja. Numeri¢ki pomak dobiven predlozenim

modelom usporeden je sa rjeSenjem dobivenim ABAQUS paketom, koriste¢i 100 tro¢vornih

grednih elemenata.

15.0 ~ 15.0

—— ABAQUS
10.0 - —— MKDE 10.0 -

5.0 pd —,L,BAQUS :

Z Z
= 50 p=
< . 7 ~
= 2 ~ ——MKDE
0.0 ‘ | | | 0.0 |
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
vertikalni pomak / m horizontalni pomak / m
(a) (b)

Crtez 4.18 Usporedba pomaka na slobodnom kraju konzole (a) sila-vertikalni pomak, (b) sila-horizontalni

pomak.

Na crtezu je vidljivo kako su numeric¢ka rjesenja usuglasena, odnosno kako je predlozeni

model sposoban predvidjeti ponasanje konstrukcije i uslijed kona¢nih pomaka i konac¢nih rotacija.

4.2.6 Prosta greda opterecena centri¢nim tlakom

Prosta greda, Cije geometrijske 1 materijalne karakteristike odgovaraju onima usvojenima u

primjeru 4.2.1, odabrana je u svrhu validacije gubitka stabilnosti predlozenog numeri¢kog modela.
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Greda je podloZzena monotono rastu¢em tlacnom opterecenju na svom desnom kraju, izazvanom

preko brzine v, kako je prikazano na crtezu 4.19. Usvojena brzina iznosi
v=025-10"5" ¢ (m/s) (4.11)
gdje b predstavlja debljinu grede, dok ¢ predstavlja vrijeme u sekundama.
v

H‘—

10.0 m

=

K-

Crtez 4.19 Prosta greda pod opterecenjem od brzine

Kada sila izazvana horizontalnim pomakom uslijed brzine v dosegne kriticnu vrijednost,
sustav postaje nestabilan i dolazi do pojave izvijanja. Rezultati dobiveni predlozenim numeri¢kim
modelom prikazani su na crtezu 4.20. Da bi se unio neki oblik imperfekcije u sustav,

pretpostavljena je zanemarujuée mala vrijednost gravitacije od g=10"" m/s’.

2.0

1.5 4

0.5 4

uzduzna sila / MN
o

0.0 ‘
0.0 0.5 1.0 1.5
horizontalni pomak / mm

CrteZ 4.20 Odnos pomak-uzduzna sila na desnom kraju grede debljine 100mm

Diskretizacija konstrukcije izvrSena je pomocu 16 konacnih elemenata. Kriti¢na sila,
dobivena iz predlozenog modela, usporedena je sa analitickim rjeSenjem [M6], kako je i prikazano

u tablici 4.9.

Tablica 4.9 Kriti¢no opterecenje (MN)

Debljina grede 25 mm 50 mm 100 mm 200 mm
MKDE (/=L/2) 0.02187 0.1750 1.400 11.206
MKDE (/=L/4) 0.02563 0.2050 1.641 13.131
MKDE (/=L/8) 0.02664 0.2131 1.705 13.652
MKDE (/=L/16) 0.02690 0.2152 1.722 13.783
Analiticki 0.02698 0.2158 1.727 13.817
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Relativna pogreska numerickog rjeSenja u usporedbi sa analitickim rjeSenjem prikazana je u
tablici 4.10. Vidljivo je kako sa povecanjem broja konacnih elemenata numericko rjeSenje
konvergira ka analitickom, te se pogreska smanjuje sa /*. Takoder, moze se uogiti kako je relativna
pogreska istog reda kao i pogreSka dobivena u primjeru 4.2.1. Ovaj primjer prikazuje da

predlozeni numericki model uspjeSno uzima u obzir pojavu izvijanja, Sto spada u standardni
pristup u MKDE.

Tablica 4.10 Relativna pogreska kriti¢nog optere¢enja u usporedbi sa analitickim rjeSenjem (%)

Debljina grede 25 mm 50 mm 100 mm 200 mm
MKDE (/=L/2) 18.94 18.90 18.93 18.90
MKDE (/=L/4) 5.00 5.00 4.98 4.96
MKDE (/=L/8) 1.26 1.25 1.27 1.19
MKDE (/=L/16) 0.30 0.28 0.30 0.25

4.2.7 Luk podloZen monotono rastu¢em koncentriranom optereéenju

Ovaj primjer odabran je u svrhu analize ponasanja konstrukcije nakon dosezanja tocke
maksimalne nosivosti. Dva luka, Cije geometrije su prikazane na crtezu 4.21, podlozena su
monotono rastu¢oj koncentriranoj sili u sredini raspona. Karakteristika materijala koristenog u
ovom primjeru je E=210 GPa, gustoéa p=7850 kg/m’, dok je za konstantu gravitacije usvojeno

g=10m/s”. Sirina popre¢nog presjeka uzeta je kao 1 m, dok je visina popre¢nog presjeka 100 mm.

sila sila

(a) (b)

Crtez 4.21 Luk podloZen monotono rastuéem koncentriranom optere¢enu (a) zglobni luk, (b) upeti luk.

Diskretizacija konstrukcije unutar MKDE modela izvrSena je pomocu 128 konacnih
elemenata. Krivulja sila-pomak na sredini lukova dobivena predlozenim MKDE modelom

usporedena je sa geometrijski nelinearnim rjeSenjem dobivenim sa ABAQUS-om, koriste¢i 427
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trocvorna konacna elemenata (crtez 4.22). Sa crteza je vidljivo kako su oba numericka rjeSenja
usuglaSena, odnosno kako je predlozeni model sposoban predvidjeti kritiéno i post-kriticno

ponasanje konstrukcije.

4 4 -
ﬂ
3 A 3
2 Z
Z 5, S5
<2 ——ABAQUS 22
= s = ABAQUS
I ——MKDE Z
= MKDE
0 T T 1 0 T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
pomak / m pomak / m
(a) (b)

CrteZ 4.22 Usporedba krivulje sila-pomak na sredini luka (a) zglobni luk, (b) upeti luk.

Deformacijski oblik zglobnog i upetog luka, dobiven predlozenim MKDE modelom, u trenutku

kada sredis$nji progib iznosi 1.0 m i 2.5 m prikazan je na crtezu 4.23.

ST N T T

(a) (b)
() (d)

Crtez 4.23 Deformacijska krivulja luka u trenutku kada sredisnji progib iznosi 1.0 m za (a) zglobni luk, (b)
upeti luk 1 2.5 m za (c) zglobni luk, (d) upeti luk.
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5. NUMERICKI MODELI ZA ANALIZU KONSTRUKCIJA
LJUSAKA

U ovom poglavlju detaljno je prikazan novi razvijeni numericki model za analizu
konstrukcija ljusaka u sklopu kombinirane metode konacno-diskretnih elemenata. Kako u
okvirima ove metode nema potrebe za sastavljanjem matrica krutosti niti matrice masa, razvoj
modela se svodi na raCunanje ¢vornih sila na temelju pocetnih i trenutnih koordinata ¢vorova

konaénih elemenata.

U daljnjem tekstu nalazi se detaljni prikaz konacnog elemenata, diskretizacije i mehanizama
nosivosti membranskih i savojnih deformacija kod konstrukcija ljusaka. Prikazane su dvije
varijante proracuna savojnih deformacija, od kojih je za daljnju analizi predlozena samo jedna
varijanta. Da bi se omogucila numericka analiza, ovdje prezentirani modeli implementirani su u
kompjuterski program Y-3D [M12]. Razvijeni su algoritmi koji u svakom vremenskom koraku
ukljucuju pracenje stanja naprezanja i deformacija u konacnom elementu, integraciju jednadzbe
gibanja u vremenu koja ukljucuje velike pomake i rotacije te vizualizaciju spomenutih efekata.
Takoder, provedena je i validacija numerickog modela prikazana na nekoliko jednostavnih
primjera koji obuhvacaju validaciju mehanizama nosivosti membranskih i poprecnih deformacija,

te njihove interakcije.
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5.1 DISKRETIZACIJA LJUSAKA

Ljuska se u okviru kombinirane metode konacno-diskretnih elemenata promatra kao
diskretni element, koji je diskretiziran vlastitom mrezom konacnih elemenata. Diskretizacija je
provedena pomocu trokutastih tro¢vornih elemenata, sa masama koncentriranima u cvorove
elemenata, kao Sto je prikazano na crtezu 5.1.

trokutasti
konac¢ni element

¢vor konacnog
elementa

ps

eSS

>

-

Crtez 5.1 Diskretizacija konstrukcije ljuske

5.2 MODEL PRIJENOSA MEMBRANSKE KRUTOSTI KOD LJUSAKA

Poznavanjem pocetne i trenutne geometrije konacnog elementa moguce je iz pripadne
deformacije izracunati membranska naprezanja, odnosno sile u ¢vorovima u ravnini kona¢nog
elementa. Kao Sto je ve¢ prikazano, geometrija svakog trokuta definirana je pomocu tri
pripadaju¢a C¢vora, pri ¢emu je svaki Cvor opisan sa pripadnim globalnim kartezijevim
koordinatama (x,y,z), lokalnim pocetnim kartezijevim koordinatama (¥,7,Z) i lokalnim trenutnim

kartezijevim koordinatama (¥,7,%), kao §to je prikazano na crtezu 5.2.

X pocetna konfiguracija 0 trenutna konfiguracija

1

CrteZ 5.2 Pocetna i trenutna konfiguracija tro¢vornog kona¢nog elementa

Lokalni rotirani koordinatni sustavi usvojeni su u svrhu poboljSanja kompjutorske

ucinkovitosti. Budu¢i da se ravnina konacnog elementa poklapa sa x-y ravninom lokalnih
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koordinatnih sustava, konacni element biva prebacen na dvije koordinatne osi. Deformacijski

gradijent F se moZe prikazati kao (Munjiza, 2004)

R |

X — Xy Xy —X X, — Xy Xo—X

F={~l No Nz N0:||:_l _0 _2 _0} (5.1)
Vi=Vo Vo= Vo[ V1= Vo Y2—DXo

Budu¢i da se ishodiste koordinatnog sustava poklapa sa koordinatom prvog ¢vora konacnog

elementa deformacijski gradijent postaje

~ ~ _ _ -1
F{f ?Mfl 11 (5.2)
Vi MU I

Koriste¢i deformacijski gradijent, Green-St. Venant deformacijski tenzor moze biti prikazan kao

(Munjiza, 2004)

E=1/2 (FF -1) (5.3)

Uz pomo¢ Hookovog zakona naprezanja se mogu prikazati kao (Munjiza, 2004)

E - E -

T= + E +uD 5.4
lto @ 12 = TH 54)

gdje je gdje je E modul elasti¢nosti, v Poissonov koeficijent, Ed deformacija koji se odnosi na

promjenu oblika, ES deformacija koja se odnosi na promjenu volumena, z koeficijent prigusenja

i1 D tenzor brzine deformiranja.

Uz poznavanje naprezanja u konacnom elementu ekvivalentne c¢vorne sile mogu biti

dobivene integracijom uzduz rubova kona¢nog elementa

(5.5)

gdje su 1z i ny komponente geometrijske normale uzduZ ruba kona¢nog elementa. Svakom ¢voru

pridodaju se sile uslijed naprezanja na polovicama njemu susjednih stranica kona¢nog elementa.
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5.3 MODELI PRIJENOSA SAVOJNE KRUTOSTI KOD LJUSAKA

Kao $to je poznato, do aktiviranja savojne krutosti kod konstrukcija ljusaka dolazi uslijed
promjene u zakrivljenosti konstrukcije. Shodno tome, da bi se mehanizam savojne krutosti uzeo u
obzir potrebno poznavati vrijednost promjene zakrivljenosti na geometriji konstrukcije. U
daljnjem tekstu biti ¢e prikazana dva razvijena modela prijenosa savojne krutosti, ovisno o nac¢inu

racunanja zakrivljenosti konstrukcije.

5.3.1 Model I

Model I nastao je kao ideja poopcavanja proracuna lukova (tocka 4.1) sa linijskih na plosne
zakrivljene konstrukcije. Analogno izrazu (4.4) promatrala se promjena u kutu izmedu dva

susjedna konac¢na elementa, kako je prikazano na crtezu 5.3.

(a) (b)

Crtez 5.3 Dva susjedna konac¢na elementa (a) geometrija (b) kut izmedu elemenata

Uzimajuéi u obzir matematicki izraz za zakrivljenost triju tocaka, pocetna zakrivljenost susjednih

konac¢nih elemenata moze se pisati kao

sin @;

X (5.6)
gdje ¢; predstavlja pocetni kut izmedu konacnih elemenata, dok x; predstavlja pocetnu udaljenost,

kao Sto je prikazano na crtezu 5.3. Analogno, trenutna zakrivljenost dobije se kao

) sin @,
x

K, =

(5.7)

C
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gdje ¢, predstavlja pocetni kut izmedu konacnih elemenata, dok x. predstavlja poc¢etnu udaljenost,
kao sto je prikazano na crtezu 5.3. Promjena zakrivljenosti izmedu dva konacna elementa x moze

se pisati kao
K=K, K, (5.8)

Savojni moment moze biti izraCunat koriste¢i konstitutivni zakon, kao §to je prikazano na crtezu

5.4. Za linearno elasti¢ni materijal savojni moment se moze pisati kao (Ventsel, i dr., 2001)

m:I(K+VKO)+(l'c+w'c0)y (5.9

gdje xy predstavlja srednju vrijednost promjene zakrivljenosti u smjeru okomito na r; ili ry, K
predstavlja brzinu promjene zakrivljenosti, &, predstavlja brzinu promjene zakrivljenosti u smjeru

okomitom na r ili r,, 4 predstavlja koeficijent priguSenja, dok / predstavlja dobro poznati izraz za

savojnu krutost

3
12(1-v7)
gdje je b debljina ljuske.
2
1 1
é |
0 0
(a) (b)

Crtez 5.4 (a) Pocetni i trenutni kut izmedu konacnih elemenata (b) Savojni moment

Moment se dalje proracunava u ekvivalentne ¢vorne sile f, koje su okomite na ravninu

predmetnog kona¢nog elementa, kao §to je prikazano na crtezu 5.5, sa

T2 (5.11)

gdje je A duljina kontakta izmedu susjednih kona¢nih elemenata.
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CrteZ 5.5 Savojni moment predstavljen sa ekvivalentnim ¢vornim silama

Sile koje djeluju na pripadajuce ¢vorove 0 i 1 (crtez 5.5) mogu se odrediti kao

d b
fu=F5 foy= 57 51

c a
fliszZ7 flj=f3z (5.13)

Ekvivalentne ¢vorne sile se dalje dodaju globalnom vektoru ¢vornih sila. Proceduru prikazanu u
ovom poglavlju potrebno je provesti za sve tri stranice kona¢nog elementa, 1 to za svaki konacni

element.

5.3.2 Model IT

Da bi se izraCunala vrijednost zakrivljenosti na kona¢nom elementu, konacni element je

promatran zajedno sa susjednim ¢vorovima, kao Sto je prikazano na crtezu 5.6.
4
4
2
5
2 I 1
0

3

3

0 pocetna konfiguracija trenutna konfiguracija

X

CrteZ 5.6 Pocetna i trenutna konfiguracija konacnog elementa i sa susjednim elementima j, k1 /
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Zbog pojednostavljenja proracuna, usvojeni su lokalni koordinatni sustavi takoder prikazani
na crtezu 5.6. Na temelju poznavanja koordinata navedenih ¢vorova, definiran je polinom drugog

stupnja unutar lokalnog koordinatnog sustava na poc¢etnoj konfiguraciji (geometriji)

e )

Z=0) +tarx + 3y+a4xy+a5x +0!6y (514)
1 na trenutnoj konfiguraciji (geometriji)

F =0+ )X + Y+ AyXY + UK+ Ay (5.15)

Iz toga proizlaze pripadajuce zakrivljenosti za konac¢ni element 7, na poc¢etnoj konfiguraciji

Ky =20s, Ky =20, Kg; = 0y (5.16)

1 na trenutnoj konfiguraciji

Ky = 205, K;,i=2(16, Kigi = Oy (5.17)

Promjena u zakrivljenosti moze biti dobivena oduzimanjem izraza (5.17) od (5.16), odnosno

Ksi = K5 — Kxi» Vi Vi Vi Xyi

Ky =Ky — Ky s Ky = Kigi — Ky (5.18)

Nakon odredene promjene u zakrivljenosti, savojni i torzijski momenti za linearno elasti¢ni

materijal mogu biti lako odredeni [V1]

I’I’l)ji = I(K'}N}l- + VK, )+ (K;l + Vli'fi )/,l (520)
mg =1(1=v gy + (1= v )iezgpt (5.21)

gdje K5;, Ky 1 Ky predstavljaju brzinu promjene zakrivljenosti, a p predstavlja koeficijent

yi

prigusenja. Savojna krutost kod ljusaka odredena je kao

Eb?

- = 22
! 12(1-v?) (>-22)

gdje je b debljina ljuske. Izrazima (5.19), (5.20) 1 (5.21) odreden je savojni moment uzduz

odgovarajuce stranice kona¢nog elementa i
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my,; =mxz;n

Filx; +MyiNg; + 2 Msgng Ny, (5.23)

Xyi
te pripadajuci torzijski moment
2. 2.
My = M (n X — N i )— (m;”- — my; )ngin;i (5.24)

gdje su 7 1 ny; komponente geometrijske normale uzduz odgovarajuceg ruba konacnog elementa

i u lokalnom koordinatnom sustavu (crtez 5.7). Izrazi (5.14) - (5.24) ponovljeni su za konacni
element j, Sto daje savojni moment m,; i torzioni moment m,;. Moment uzduZz pripadajuce stranice

konac¢nog elementa dobije se kao

m,, =0.50 (m,,; +m,; (5.25)
m; =0.50 (m,; +my;) (5.26)
2 2
1 1
m, m,
(@) 0 ® °

Crtez 5.7 Moment uzduz stranice konac¢nog elementa (a) savojni moment (b) torzijski moment

Savojni moment m, i torzijski moment m, nadalje se rasporeduju u ekvivalentne ¢vorne sile f,
okomite na ravninu kona¢nog elementa, kao Sto je prikazano na crtezu 5.8. Sile u ¢vorovima 0, 1 1

2 uslijed savojnog momenta iznose

m, h b a
fyr = d ’ be:fb2H7 fblszZH (5.27)
a uslijed torzijskog momenta iznose
m.h
Jio=7n == my
h (5.28)
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(a) fio v 1Mo

Crtez 5.8 Ekvivalentne ¢vorne sile uslijed (a) savojnog momenta (b) torzijskog momenta
Procedura prikazana u ovom poglavlju ponavlja se za svaki konacni element, sa
odredivanjem ekvivalentnih ¢vornih sile kod svake stranice kona¢nog elementa. Ekvivalentne sile

dodaju se globalnom vektoru ¢vornih sila.

Za slucaj rubnih konacnih elemenata potrebno je nadomjestiti nedostatak jednog ili dva
susjedna ¢vora potrebna za odredivanje izraza (5.14) i (5.15). Kod zglobnih i slobodnih rubnih
uvjeta ¢vor koji nedostaje zamjenjuje se prvim najblizim ¢vorom, kako je prikazano na crtezu 5.9.,
a daljnji postupak odredivanja zakrivljenosti jednak je za pocetnu i trenutnu konfiguraciju kako je

to prethodno opisano.

Crtez 5.9 Cvorovi koristeni pri odredivanju zakrivljenosti konaénog elementa i, za slu¢aj zglobnih rubnih

uvjeta

Upeti rubni uvjet moZe se uzeti u obzir preko plohe koja prolazi kroz ¢vorove promatranog
trokutnog konacnog elementa i ¢vorove njemu susjednih kona¢nih elemenata, te Cija tangenta

okomito na upeti rub odgovara tangenti na konstrukciju.
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U aktualnoj implementaciji to je postignuto pojednostavljenim postupkom uvode¢i fiktivne
¢vorove koji zamjenjuju ¢vorove koji nedostaju (crtez 5.10). Iz crteza je vidljivo da je postupak
odredivanja zakrivljenosti na upetome rubu ekvivalentan onome opisanom u poglavlju 4. Fiktivni
¢vorovi imaju fiksne koordinate u pocetnoj i trenutnoj konfiguraciji, a nalaze se na plohi koja
prolazi kroz ¢vorove promatranog trokutnog konacnog elementa i njemu susjednih konacnih

elemenata te Cija se tangenta okomito na upeti rub poklapa sa tangentom na konstrukciju.

4 Presjek A-A

tangenta na plohu

rubni element ploha

upeti rub drugog reda

fiktivni element
fiktivni ¢vor e

5

fiktivni
element

Crtez 5.10 Odredivanje zakrivljenosti kona¢nog elementa i, u pocetnoj konfiguraciji za slucaj upetih

rubnih uvjeta

Na ovaj naCin zakrivljenost na rubnom elementu u pocetnoj konfiguraciji je egzaktno
odredena, medutim u trenutnoj konfiguraciji dolazi do odredenih odstupanja budu¢i da se tangenta
na plohu okomito na rubnu stranicu i tangenta na konstrukciju ne poklapaju (crtez 5.11). Sto je
fiktivni ¢vor blizi upetome rubu, to tangenta na plohu tezi tangenti na konstrukciju. Moze se
pokazati da ako je duljina elementa / viSe od tisucu puta manja od elementa i to je odstupanje

manje od 0.01 %.

upeti 4 Presjek A-A

rub

tangenta na
konstrukciju

tangenta na plohu
. 1
rubni element

upeti rub
ploha

fiktivni element drugog reda

fiktivni
element

fiktivni évor\
5

Crtez 5.11 Odredivanje zakrivljenosti kona¢nog elementa 7, u trenutnoj konfiguraciji za slucaj upetih

rubnih uvjeta
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5.4 VERIFIKACIJA NUMERICKOG MODELA — MODEL I

Buduéi da je model I pokazao nezadovoljavajuée rezultate, u nastavku ¢e se prikazati

primjeri koji ¢e prikazati manjkavost ovog modela.

5.4.1 Slobodno oslonjena kvadratna ploca pod jednoosnim savijanjem — model I

Kvadratna ploca, kao S§to je prikazano na crtezu 5.12, odabrana je u svrhu verificiranja

savojne krutosti numerickog modela.

2.0m

1=

L=2.0m

A 2

Voowre

Crtez 5.12 Pocetna geometrija kvadratne ploce pod jednoosnim savijanjem

Debljina ploce iznosi 0.012 m, modul elasti¢nosti £=210 GPa, dok je Poissonov koeficijent
jednak nuli. Gusto¢a materijala iznosi to p= 7850 kg/m’, a konstanta gravitacije pretpostavljena je
kao g=10.0 m/s”. Pogevsi od idealno ravne geometrije, ploca uslijed vlastite tezine i bez djelovanja
prigusenja oscilira oko ravnoteznog polozaja.

Analiza je provedena za tri mreze kona¢nih elemenata (F1, F2 i F3), sa diskretizacijama kao
Sto je pokazano na crtezu 5.13. Mreze F1, F2 i F3 sastoje se od 580, 1160 i 2612 trokutnih

konaénih elemenata.

(a) (b) (c)
Crtez 5.13 Diskretizacija kvadratne plo¢e za model I (a) F1 (b) F2 (c) F3
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Crtez 5.14 pokazuje krivulju pomaka na sredini ploe u vremenu, za tri razliCite
diskretizacije, usporedenu sa nelinearnim numerickim rjeSenjem dobivenim pomocu programskog
paketa ABAQUS [S10]. Numericko rjesenje iz ABAQUS-a provedeno je za geometrijski linearnu
1 nelinearni analizu, koriste¢i 400 Cetverostrani¢nih osamc¢vornih konacnih elemenata sa Sest
stupnjeva slobode u ¢voru. Linearno rjesenje iz ABAQUS-a poklapa se sa analitickim rjeSenjem

[M6], sto implicira da je mreza usvojena u ABAQUS-u dovoljno fina.
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Crtez 5.14 Pomak sredista ploCe za slobodno osciliranje pod jednoosnim savijanjem — model |

Tablica 5.1 prikazuje vrijednosti maksimalnog pomaka dobivenog iz predstavljenog MKDE
modela za tri razli¢ite diskretizacije, te njegovu pogresku u odnosu na nelinearno numericko

rjeSenje dobiveno pomocu programskog paketa ABAQUS.

Tablica 5.1 Usporedba numeric¢kog rjesenja za jednoosno savijanje — model I

Diskretizacija Pomak (mm) Pogreska (%)
Fl1 13.777 6.14
F2 13.703 5.57
F3 13.739 5.84

Iz crteza 5.1 1 tablice 5.1 vidljivo je kako predstavljeni model ne postize zadovoljavajuéi opis
savojne krutosti plo¢e pod jednoosnim savijanjem. ProguS¢enjem mreze konacnih elemenata

model se ne priblizava ka rjeSenju dobivenom iz ABAQUS-a, i ne biljezi konvergenciju.

5.4.2 Slobodno oslonjena kvadratna plo¢a pod dvoosnim savijanjem — model I
Kvadratna ploca, slobodno oslonjena na sve Cetiri stranice, odabrana je u svrhu dodatnog
analiziranja savojne krutosti numerickog modela. Dimenzije, diskretizacija 1 mehanicke

karakteristike ploCe odgovaraju onima prikazanima u prethodnom primjeru, uz iznimku
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Poissonovog koeficijenta koji iznosi v=0.3. Pocevsi od idealno ravne geometrije, ploca uslijed
vlastite tezine 1 bez djelovanja prigusenja oscilira oko ravnoteznog poloZaja.

Crtez 5.15 pokazuje krivulju pomaka na sredini ploe u vremenu, za tri razlidite
diskretizacije, usporedenu sa nelinearnim numerickim rjeSenjem dobivenim pomocu programskog
paketa ABAQUS [S10]. Numericko rjeSenje iz ABAQUS-a provedeno je za geometrijski linearnu
i nelinearni analizu, koriste¢i 400 CetverostraniCnih osamcévornih kona¢nih elemenata sa Sest
stupnjeva slobode u ¢voru. Linearno rjeSenje iz ABAQUS-a poklapa se sa analitickim rjeSenjem

[V1], $to implicira da je mreza usvojena u ABAQUS-u dovoljno fina.

t/(10s)

ABAQUS nelinearno

Crtez 5.15 Pomak sredista ploce za slobodno osciliranje pod dvoosnim savijanjem — model I

Tablica 5.2 prikazuje vrijednosti maksimalnog pomaka dobivenog iz predstavljenog MKDE
modela za tri razli¢ite diskretizacije, te njegovu pogreSku u odnosu na nelinearno numericko

rjeSenje dobiveno pomocu programskog paketa ABAQUS.

Tablica 5.2 Usporedba numeric¢kog rjesenja za dvoosno savijanje — model I

Diskretizacija Pomak (mm) Pogreska (%)
Fl1 3.548 3.946
F2 3.625 1.708
F3 3.642 1.263

Iz tablice je vidljivo kako predstavljeni model sa progus¢enjem mreZze konacnih elemenata ipak
biljezi konvergenciju prema numerickom rjeSenju dobivenom pomocu paketa ABAQUS.

Medutim, ¢ak i za jako gustu diskretizaciju (F3) biljezi se pogreska od 1.263%.

5.4.3 Slobodno oslonjena kruZna ploc¢a pod gravitacijskim optere¢enjem — model I

Slobodno oslonjena kruzna plo¢a odabrana je u svrhu dodatnog analiziranja savojne krutosti

numerickog modela. Radijus plo¢e iznosi Im, dok je debljina ploce pretpostavljena kao 0.012m.
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Mehanicke karakteristike ploce odgovaraju onima koristenima u prethodnom primjeru. Pocevsi od
idealno ravne geometrije, ploca uslijed vlastite tezine 1 bez djelovanja priguSenja oscilira oko
ravnoteznog poloZzaja.

Analiza je provedena za tri mreze konacnih elemenata (K1, K2 i K3), sa diskretizacijama
kao Sto je pokazano na crtezu 5.16. Mreze K1, K2 i K3 sastoje se od 394, 834 1 1527 trokutnih

konacnih elemenata.

Crtez 5.16 Diskretizacija kruzne ploce za model I (a) K1 (b) K2 (c) K3

Crtez 5.17 pokazuje krivulju pomaka na sredini ploe u vremenu, za tri razlidite
diskretizacije, usporedenu sa nelinearnim numerickim rjeSenjem dobivenim pomocu programskog
paketa ABAQUS [S10]. Numericko rjeSenje iz ABAQUS-a provedeno je za geometrijski linearnu
i nelinearni analizu, koriste¢i 384 CetverostraniCnih osamcévornih konac¢nih elemenata sa Sest
stupnjeva slobode u ¢voru. Linearno rjeSenje iz ABAQUS-a poklapa se sa analitickim rjeSenjem

[V1], sto implicira da je mreza usvojena u ABAQUS-u dovoljno fina.

t/(10s)

= ABAQUS nelinearno
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Crtez 5.17 Pomak sredista kruzne ploce za slobodno osciliranje — model I

Tablica 5.2 prikazuje vrijednosti maksimalnog pomaka dobivenog iz predstavljenog MKDE
modela za tri razli¢ite diskretizacije te njegovu pogresku u odnosu na nelinearno numeri¢ko

rjeSenje dobiveno pomocu programskog paketa ABAQUS.
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Tablica 5.3 Usporedba numerickog rjesenja kruzne ploc¢e — model I

Diskretizacija Pomak (mm) Pogreska (%)
K1 5.718 59.27
K2 5.922 64.96
K3 5.765 60.58

Iz crteza 5.17 i tablice 5.3 vidljivo je kako predstavljeni model biljezi znatna odstupanja pri
opisivanju dinamickog savojnog ponasanja kruzne ploce. Proguscenjem mreze konacnih
elemenata model se ne priblizava ka rjeSenju dobivenom iz ABAQUS-a, i ne biljezi

konvergenciju.

5.5 VERIFIKACIJA NUMERICKOG MODELA - MODEL II

Predlozeni numericki model implementiran je u open source MKDE paket — Yfdem [M12].
Verifikacija modela izvedena je nizom primjera, usporeduju¢i dobivene rezultate sa onima
o¢itanima u programskom paketu ABAQUS [S10]. Prikazani su efikasnost i preciznost
membranskog 1 savojnog mehanizma, njihovog kombiniranog djelovanja, analiza stabilnosti, te

post-kriticno ponaSanja konstrukcije.

5.5.1 Ploca pod vla¢nim naprezanjem

Slobodno oslonjena kvadratna ploca, kao Sto je prikazano na crtezu 5.18, odabrana je u

svrhu verificiranja membranske krutosti numerickog modela.
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Crtez 5.18 Pocetna geometrija vlacno opterecene ploce

Ploca je na lijevom rubu fiksirana, dok je desni rub je podloZzen monotono rastuc¢oj sili

p=300¢ (kN /m") (5.29)
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gdje ¢ predstavlja vrijeme u sekundama. Debljina ploce iznosi 0.012 m, modul elasti¢nosti £=210
GPa, dok je Poissonov koeficijent jednak nuli. Analiza je provedena za tri mreZze konacnih
elemenata (M1, M2 i M3), sa diskretizacijama kao $to je pokazano na crtezu 5.19. Mreze M1, M2
1 M3 sastoje se od 36, 160 i 608 trokutnih konacnih elemenata.

Crtez 5.19 Diskretizacija kvadratne ploce (a) M1 (b) M2 (c) M3

Usporedba poznatog analiti¢kog rjeSenja za pomak na desnom kraju ploce i numerickog rjesenja
dobivenog iz predstavljenog modela prikazana je na crtezu 5.20. Vidljivo je kako se za sve tri

diskretizacije postize rjeSenje jednako analitiCkom.

analiticki

s MKDE M1
x  MKDE M2
¢ MKDE M3

vrijeme / s

Crtez 5.20 Usporedba analitickog i numerickog pomaka na desnom kraju vlacno opterecene ploce

5.5.2 Slobodno oslonjena kvadratna plo¢a pod jednoosnim savijanjem

U svrhu verifikacije mehanizma savojne krutosti kvadratna ploca, sa geometrijom, rubnim
uvjetima, materijalnim karakteristikama 1 diskretizacijom preuzetima iz prethodnog primjera,
podloZena je gravitacijskom optere¢enju. Gustoéa materijala iznosi to p= 7850 kg/m’, dok je
konstanta gravitacije uzeta kao g=10.0 m/s>. Da bi se analizirala eventualna veza greske u progibu
na sredini ploce sa debljinom ploce, debljina je varirana kroz sedam slucajeva (0.5 mm, 1 mm, 2

mm, 4 mm, 8§ mm, 12 mm i1 16 mm). U predmetnoj analizi, ravnotezni progib na sredini plocCe
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dobiven je kao rezultat djelovanja priguSenja na slobodne vibracije ploce, pocevsi od idealno

ravne geometrije.

Na crtezu 5.21 prikazan je pomak srediSta plo¢e u vremenu, dobiven predlozenim
numerickim modelom uz usvajanje debljine plo¢e od h=8mm i h=12 mm sa koeficijentima

prigusenja od u = 170 Nms i x4 = 240 Nms. Primijenjena mreza konacnih elemenata je M3.
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CrteZ 5.21 Pomak sredista ploce pod jednoosnim savijanjem za priguseno osciliranje, za debljinu ploc¢e od

(a) 8mm, (b) 12mm

Tablica 5.4 prikazuje vrijednosti ravnoteznog pomaka za sedam razli¢itih debljina, dobivene iz
predlozenog numerickog modela koriste¢i tri razli¢ite diskretizacije. Takoder je prikazano i
analiticko rjeSenje ravnoteznog pomaka [M6], te numericka rjeSenja dobivena Kkoristeci
programske pakete ABAQUS [S10] 1 Scia Engineer [N2]. Za numericko rjeSenje koristeno je kod
ABAQUS paketa 1600 cetverostrani¢nih osamcévornih konac¢nih elemenata sa Sest stupnjeva
slobode u ¢voru, dok je kod Scia Engineer paketa koriSteno 1600 ¢evrerostrani¢nih konacénih
elemenata sa Sest stupnjeva slobode po ¢voru. Za oba paketa pomak je prikazan uzimajuci
geometrijski linearnu i nelinearnu analizu. MoZe se uociti kako numericko rjeSenje dobiveno
linearnom analizom odgovara analitickom rjeSenju, S§to implicira da su mreze usvojene za

ABAQUS i Scia Engineer dovoljno fine.

Tablica 5.4 Usporedba numeri¢kog i analitickog rjeSenja za jednoosno savijanje

Debljina ploce 0.5 mm 1 mm 2 mm 4 mm 8 mm 12 mm 16 mm
MKDE M1 725.69 525.17 214.20 56.996 14.768 6.6305 3.7356
MKDE M2 760.86 553.96 221.64 58.873 14.747 6.5602 3.6906
MKDE M3 763.28 554.29 219.904 58.321 14.631 6.5029 3.6579

Analiticki 3738.1 934.52 233.63 58.408 14.602 6.4897 3.6505
SCIA linearno 3737.0 934.26 233.56 58.391 14.598 6.4879 3.6496
ABAQUS linearno 3738.1 934.52 233.63 58.408 14.602 6.4902 3.6509
SCIA nelinearno 766.19 556.44 219.33 58.106 14.584 6.4835 3.6473
ABAQUS nelinearno | 766.00 | 556.58 | 219.52 | 58.162 | 14.599 | 6.4899 | 3.6509
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Na crtezu 5.22 prikazana je greSka numerickih rezultata dobivenih sa predlozenim MKDE
modelom u ovisnosti o diskretizaciji 1 debljini ploCe. Rezultati su usporedivani sa nelinearnim
rjeSenjem dobivenim iz analize ABAQUS-om. Na crtezu 5.22 (a) vidljivo je kako kod finijih
mreza debljina ploe nema znacajan utjecaj na pogreSku progiba. Na crtezu 5.22 (b) se moze
uociti kako sa proguScenjem mreze kona¢nih elemenata numericki rezultati dobiveni predlozenim

MKDE modelom konvergiraju ka onima dobivenima sa ABAQUS-om, te postizu izvrsno

poklapanje rezultata.
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Crtez 5.22 Jednoosno savijanje (a) ovisnost pogreske o debljini za razlicite diskretizacije (b) ovisnost

pogreske o diskretizaciji za razliCite debljine
Ako je koeficijent prigusenja jednak nuli, odgovor dobiven sa predlozenim MKDE
modelom odgovarat ¢e rjeSenju za slobodne oscilacije sustava. Crtez 5.23 pokazuje krivulju
pomaka u vremenu, na sredini ploCe za tri razli¢ite diskretizacije, usporedenu sa rjeSenjem
dobivenim iz ABAQUS-a, usvajajuc¢i b=12 mm. Moze se uociti kako sve tri mreze postizu dobro

poklapanje rezultata, no medutim kako se gustoca diskretizacije pove¢ava numericki model sve

vise konvergira ka rjeSenju iz ABAQUS-a.
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CrteZz 5.23 Pomak sredista ploce za slobodno osciliranje pod jednoosnim savijanjem
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5.5.3 Slobodno oslonjena kvadratna plo¢a pod dvoosnim savijanjem

Kvadratna slobodno oslonjena ploca, Cija geometrija i diskretizacija su prikazane na
crtezima 5.24 1 5.19, podlozena je gravitacijskom optereCenju u svrhu dodatne verifikacije

mehanizma savojne krutosti.
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Crtez 5.24 Pocetna geometrija ploce pod dvoosnim savijanjem

Karakteristike materijala odgovaraju onima u prethodnom primjeru, sa iznimkom Poissonovog
koeficijenta koji iznosi 0.3. Debljina je varirana kroz pet sluc¢ajeva (0.5 mm, 1 mm, 2 mm, 4 mm,
8 mm, 12 mm i 16 mm), u svrhu analize eventualne veze greske u progibu sa debljinom ploce.
Ravnotezni polozaj ploce dobiven je uslijed djelovanja prigusenja, tijekom osciliranja ploce
pocevsi od idealno ravne geometrije.

Crtez 5.25 prikazuje pomak srediSta ploce u vremenu, dobiven predloZenim numeri¢kim
modelom uz usvajanje debljine ploce »=8mm i b)=12 mm sa koeficijentima prigusenja od u = 80

Nms i u = 145 Nms. Primijenjena mreza konacnih elemenata je M3.
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Crtez 5.25 Pomak sredista ploce pod dvoosnim savijanjem za priguSeno osciliranje, za debljinu ploce od

(a) 8mm, (b) 12mm
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Tablica 5.5 prikazuje vrijednosti ravnoteznog pomaka za sedam razli¢itih debljina, dobivene iz
predlozenog numerickog modela koriste¢i tri razlicite diskretizacije. Takoder je prikazano i
analiticko rjeSenje ravnoteznog pomaka [V1], te numericka rjeSenja dobivena koristeéi
programske pakete ABAQUS [S10] i Scia Engineer [N2]. Za numericko rjeSenje koristeno je kod
ABAQUS paketa 1600 cetverostranicnih osamc¢vornih konacnih elemenata sa Sest stupnjeva
slobode u ¢voru, dok je kod Scia Engineer paketa koristeno 1600 ¢evrerostrani¢nih Cetvero¢vornih
konac¢nih elemenata sa Sest stupnjeva slobode po ¢voru. Moze se uociti kako numeric¢ko rjesenje
dobiveno linearnom analizom odgovara analitickom rjesenju, Sto implicira da su mreze usvojene

za ABAQUS i Scia Engineer dovoljno fine.

Tablica 5.5 Usporedba numeric¢kog i analitickog rjeSenja za dvoosno savijanje

Debljina ploce 0.5 mm 1 mm 2 mm 4 mm 8 mm 12 mm 16 mm
MKDE M1 13.096 12.819 11.649 8.3334 | 3.8203 1.7884 1.0108
MKDE M2 15.908 14.947 12.149 8.9390 | 4.0572 1.8893 1.0673
MKDE M3 16.995 15.284 12.554 | 9.0318 | 3.9701 1.8386 1.0380
Analiticki 1060.7 | 265.17 | 66.292 16.573 | 4.1432 1.8414 1.0358
SCIA linearno 1061.1 26527 | 66.316 16.579 | 4.1450 1.8421 1.0364

ABAQUS linearno 1061.6 | 265.45 66.388 16.611 4.1602 1.8523 1.0438

SCIA nelinearno 16.316 15.04 12.580 | 9.0599 | 3.9647 1.8345 1.0357

ABAQUS nelinearno | 17.249 15.384 12.479 9.0681 3.9778 1.8444 1.0430

Na crtezu 5.26 prikazana je greSka numerickih rezultata dobivenih sa predlozenim MKDE
modelom u ovisnosti o diskretizaciji i debljini ploe. Rezultati su usporedivani sa nelinearnim
rjeSenjem dobivenim iz analize ABAQUS-om. Na crtezu 5.26 (a) vidljivo je kako kod finijih
mreza debljina ploce nema znacajan utjecaj na pogreSku progiba. Na crtezu 5.26 (b) se moze
uociti kako sa proguscenjem mreze kona¢nih elemenata numericki rezultati dobiveni predlozenim
MKDE modelom konvergiraju ka onima dobivenima sa ABAQUS-om, te postizu izvrsno
poklapanje rezultata.
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Crtez 5.26 Dvoosno savijanje (a) ovisnost pogreske o debljini za razlicite diskretizacije (b) ovisnost

pogreske o diskretizaciji za razlicite debljine
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Ako je koeficijent prigusenja jednak nuli, odgovor dobiven sa predlozenim MKDE
modelom odgovarat ¢e rjeSenju za slobodne oscilacije sustava. Crtez 5.27 pokazuje krivulju
pomaka u vremenu, na sredini plo¢e za tri razliite diskretizacije, usporedenu sa rjeSenjem
dobivenim iz ABAQUS-a, usvajajuc¢i b=12 mm. Moze se uociti kako sve tri mreze postizu dobro
poklapanje rezultata, i kako sa proguscenjem diskretizacije numericki model sve viSe konvergira

ka rjeSenju iz ABAQUS-a.
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Crtez 5.27 Pomak sredista plocCe za slobodno osciliranje pod dvoosnim savijanjem

5.5.4 Slobodno oslonjena kruZna ploca pod gravitacijskim opterefenjem

Slobodno oslonjena kruzna plo¢a podlozena gravitacijskom opterecenju odabrana je za
dodatnu verifikaciju savojnog mehanizma. Radijus plo¢e iznosi 1m, dok mehanicke karakteristike
odgovaraju onima koriStenima u prethodnom primjeru. Da bi se analizirala eventualna veza greske
u progibu na sredini ploce sa debljinom ploce, debljina je varirana kroz pet sluc¢ajeva (0.5 mm, 1
mm, 2 mm, 4 mm, 8 mm, 12 mm i 16 mm). Ravnotezni polozaj dobiven je kao rezultat djelovanja
prigusenja na slobodne vibracije ploCe, pocevsi od idealno ravne geometrije.

Analiza je provedena za tri mreZze konac¢nih elemenata (R1, R2 i R3), sa diskretizacijama
kao Sto je pokazano na crtezu 5.28. Mreze R1, R2 i R3 sastoje se od 45, 153 1 637 trokutnih

konaénih elemenata.

(a) (b) (©)
Crtez 5.28 Diskretizacija kruzne ploce (a) R1 (b) R2 (¢) R3
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Na crtezu 5.29 prikazan je pomak srediSta plo¢e u vremenu, dobiven predlozenim
numerickim modelom uz usvajanje debljine ploc¢e od plo¢e b=8mm i1 h=12 mm, sa koeficijentom

prigusenja x4 = 80 Nms i primijenjenom M3 diskretizacije.
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CrteZ 5.29 Pomak sredista kruzne ploce za priguseno osciliranje, za debljinu ploce od (a) 8mm, (b) 12mm
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Tablica 5.6 prikazuje vrijednosti ravnoteznog pomaka za sedam razli¢itih debljina, dobivene
iz predlozenog numerickog modela koristeci tri razli¢ite diskretizacije. Prikazano je 1 analiticko
rjeSenje ravnoteznog pomaka [V1], te numericka rjeSenja dobivena koriste¢i programske pakete
ABAQUS [S10] i Scia Engineer [N2]. Za numeri¢ko rjesenje koristeno je kod ABAQUS paketa
1600 Cetverostrani¢nih osam¢vornih konacnih elemenata sa Sest stupnjeva slobode u ¢voru, dok je
kod Scia Engineer paketa koriSteno 1600 ¢evrerostranicnih ¢etverocvornih konacnih elemenata sa
Sest stupnjeva slobode po ¢voru. Moze se uociti kako numericko rjeSenje dobiveno linearnom
analizom odgovara analitickom rjeSenju, Sto implicira da su mreze usvojene za ABAQUS i Scia

Engineer dovoljno fine.

Tablica 5.6 Usporedba numerickog i analitickog rjesenja za kruznu plocu

Debljina ploce 0.5 mm 1 mm 2 mm 4 mm 8 mm 12 mm 16 mm
MKDE M1 8.6271 8.5805 8.3570 7.2185 3.5836 1.6882 | 0.95472
MKDE M2 9.4281 9.3279 8.9771 7.6373 3.7595 1.7708 1.0014
MKDE M3 10.280 9.7966 9.2097 7.7598 3.8002 1.7884 1.0113

Analiticki 1040.1 260.03 65.008 16.252 4.0630 1.8058 1.0157
SCIA linearno 1040.1 260.03 65.007 16.252 4.0630 1.8058 1.0159
ABAQUS linearno 1040.0 260.02 64.997 16.251 4.0630 1.8060 1.0160
SCIA nelinearno 10.358 9.8957 9.2850 7.8048 3.8123 1.7932 1.0141
ABAQUS nelinearno 10.381 9.9072 9.2899 7.8058 3.8145 1.7951 1.0149

Na crtezu 5.30 prikazana je greSka numerickih rezultata dobivenih sa predlozenim MKDE
modelom u ovisnosti o diskretizaciji i debljini ploce. Rezultati su usporedivani sa nelinearnim
rjeSenjem dobivenim iz analize ABAQUS-om. Na crtezu 5.30 (a) vidljivo je kako kod finijih

mreza debljina plo¢e nema znacajan utjecaj na pogresku progiba. Na crtezu 5.30 (b) se moze
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uociti kako sa progus¢enjem mreze konacnih elemenata numericki rezultati dobiveni predloZzenim
MKDE modelom konvergiraju ka onima dobivenima sa ABAQUS-om, te postizu izvrsno

poklapanje rezultata.
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Crtez 5.30 Kruzna ploca (a) ovisnost pogreske o debljini za razli¢ite diskretizacije (b) ovisnost pogreske o
diskretizaciji za razlicite debljine

Ako je koeficijent prigusenja jednak nuli, odgovor dobiven sa predlozenim MKDE

modelom odgovarat ¢e rjeSenju za slobodne oscilacije sustava. Crtez 5.31 pokazuje krivulju

pomaka u vremenu, na sredini ploCe za tri razli¢ite diskretizacije, usporedenu sa rjeSenjem

dobivenim iz ABAQUS-a, usvajajuc¢i b=12 mm. Moze se uociti kako sve tri mreze postizu dobro

poklapanje rezultata, no medutim kako se gustoca diskretizacije pove¢ava numericki model sve

vise konvergira ka rjeSenju iz ABAQUS-a.
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Crtez 5.31 Pomak sredista kruzne ploce za slobodne oscilacije
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5.5.5 Celi¢ni luk pod gravitacijskim opterecenjem

Celi¢ni luk prikazan na crtezu 5.32, optereéen gravitacijskim optereéenjem od vlastite
tezine, odabran je u svrhu validacije interakcijskog djelovanja membranskog i1 savojnog
mehanizma. Materijalne karakteristike odgovaraju onima usvojenima u primjeru 5.5.2. Sirina
poprecnog presjeka uzeta je kao 1 m, dok je visina varirana u vrijednostima od 25 mm, 50 mm,

100 mm i 200 mm.

Crtez 5.32 Pocetna geometrija celi¢nog luka

Analiza je provedena za tri mreze konacnih elemenata (L1, L2 i L3), sa diskretizacijama kao Sto je
pokazano na crtezu 5.33. Mreze L1, L2 1 L3 sastoje se od 242, 420 i 1174 trokutnih kona¢nih

elemenata.

(a)

(b)

A

()
Crtez 5.33 Diskretizacija ¢elicnog luka (a) L1 (b) L2 (c¢) L3
Na crtezu 5.34 prikazan je pomak srediSta luka u vremenu, dobiven predlozenim numerickim
modelom uz usvajanje debljine plo¢e b=25mm, koeficijenta priguSenja od x« = 4000 Nms, te

primijenjenu L3 diskretizacije.
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vrijeme / s

-15.0

CrteZ 5.34 Pomak sredista ¢elicnog luka za priguseno osciliranje, za debljinu luka od 25mm

Tablica 5.7 prikazuje vrijednosti ravnoteznog pomaka za Cetiri razlic¢ite debljine, dobivene iz
predlozenog numerickog modela koriste¢i tri razlicite diskretizacije. Prikazano je 1 numericko
rjeSenje dobiveno koriste¢i programski paket ABAQUS [S10], koriste¢i 800 Cetverostrani¢nih
osamc¢vornih konacnih elemenata sa Sest stupnjeva slobode u ¢voru. Da bi se osigurala
zadovoljavajuéa diskretizacije numerickog rjeSenja u ABAQUS-u, mreza konac¢nih elemenata

progus¢ivana je sve dok razlika u rjeSenjima dvaju uzastopnih gustoca nije bila manja od 0.005%.

Tablica 5.7 Usporedba numerickih rjeSenja za sredisnji progib Celi¢nog luka

Debljina luka 25 mm 50 mm 100 mm 200 mm
MKDE L1 8.1312 1.8122 0.48255 0.16319
MKDE L2 8.1413 1.8153 0.48333 0.16338
MKDE L3 8.1453 1.8161 0.48350 0.16340

ABAQUS nelinearno 8.1497 1.8174 0.48417 0.16389

Na crtezu 5.35 prikazana je greSka numeri¢kih rezultata dobivenih sa predlozenim MKDE
modelom u ovisnosti o diskretizaciji 1 debljini luka. Na crtezu 5.35 (a) vidljivo je kako kod finijih
mreza debljina ploce nema znacajan utjecaj na pogreSku progiba. Na crtezu 5.35 (b) se moze
uociti kako sa proguscenjem mreze kona¢nih elemenata numericki rezultati dobiveni predlozenim

MKDE modelom konvergiraju ka onima dobivenima sa ABAQUS-om, te postizu izvrsno
poklapanje rezultata.

debljina / mm

relativna pogreska (%)

(a) (b)
CrteZ 5.35 Celi¢ni luk (a) ovisnost pogreske o debljini za razli¢ite diskretizacije (b) ovisnost pogreske o

diskretizaciji za razliCite debljine
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Ako je koeficijent prigusenja jednak nuli, odgovor dobiven sa predlozenim MKDE
modelom odgovarat ¢e rjeSenju za slobodne oscilacije sustava. Crtez 5.36 pokazuje krivulju
pomaka u vremenu, na sredini luka za tri razliCite diskretizacije, usporedenu sa rjeSenjem
dobivenim iz ABAQUS-a, usvajaju¢i b=25 mm. Moze se uociti kako sve tri mreze postiZzu izvrsno

poklapanje rezultata.
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CrteZ 5.36 Pomak sredista Celicnog luka za slobodne oscilacije, za debljinu luka od 25mm

5.5.6 Ljuska pod gravitacijskim opterecenjem

Celi¢na ljuska, prikazana na crtezu 5.37, odabrana je u svrhu dodatne validacije
interakcijskog djelovanja membranskog i savojnog mehanizma. Geometrija ljuske izvedena je od
1/8 sfere radijusa 4m, te se nalazi pod gravitacijskim opterecenjem. Debljina ljuske varirana je u
vrijednostima od 10 mm, 25 mm, 50 mm 1 100 mm. Materijalne karakteristike odgovaraju onima

usvojenima u primjeru 5.5.3.

Presjek A-A

\

Analiza je provedena za tri mreZe konacnih elemenata (K1, K2 i K3), sa diskretizacijama kao $to

je pokazano na crtezu 5.38. Mreze K1, K2 i K3 sastoje se od 1391, 2413 1 4729 trokutnih

4.0m

1
1
1
1
< »
< L5

Crtez 5.37 Pocetna geometrija ¢eli¢ne ljuske

konacnih elemenata.
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Crtez 5.38 Diskretizacija celi¢ne ljuske (a) K1 (b) K2 (c) K3
Na crtezu prikazan je pomak vrha ljuske u vremenu, dobiven predloZzenim numerickim modelom
uz usvajanje debljine ploce hb=25mm, koeficijenta prigusenja od 4 = 2300 Nms, te primijenjenu

K3 diskretizacije.
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Crtez 5.39 Pomak vrha ¢eli¢ne ljuske za priguseno osciliranje, za debljinu luka od 25mm

Tablica 5.8 prikazuje vrijednosti ravnoteznog pomaka za cetiri razliCite debljine, dobivene iz
predloZzenog numerickog modela koristeé¢i tri razliCite diskretizacije. Prikazano je i numericko
rjeSenje dobiveno koriste¢i programski paket ABAQUS [S10], koriste¢i 12172 osamcvornih
kona¢nih elemenata sa Sest stupnjeva slobode u ¢voru. Da bi se osigurala zadovoljavajuca
diskretizacije numerickog rjeSenja u ABAQUS-u, mreza konac¢nih elemenata progusc¢ivana je sve

dok razlika u rjeSenjima dvaju uzastopnih gustoca nije bila manja od 0.005%.

Tablica 5.8 Usporedba numerickih rjeSenja za sredis$nji progib Celicne ljuske

MKDE K1 135.57 25.420 8.4561 2.8507
MKDE K2 135.37 25.555 8.5204 2.8671
MKDE K3 135.59 25.647 8.5551 2.8764
ABAQUS nelinearno 136.83 25.928 8.6764 2.9413

Metoda konacno-diskretnih elemenata za staticku i dinamicku analizu lukova i ljusaka 95



5. Numericki modeli za analizu konstrukcija ljusaka

Na crtezu 5.40 prikazana je greSka numeri¢kih rezultata dobivenih sa predlozenim MKDE
modelom u ovisnosti o diskretizaciji i debljini ljuske. Na crtezu 5.40 (a) vidljivo je kako je
pogreska znacajnija kod debljih ploca, Sto je u skladu sa usvojenim pretpostavkama za proracun
tankih ploca. Na crtezu 5.40 (b) se moze uociti kako sa progus¢enjem mreze konacnih elemenata
numericki rezultati dobiveni predlozenim MKDE modelom konvergiraju ka onima dobivenima sa

ABAQUS-om, te postizu izvrsno poklapanje rezultata.
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CrteZ 5.40 Celi¢na ljuska (a) ovisnost pogreske o debljini za razli¢ite diskretizacije (b) ovisnost pogreske o
diskretizaciji za razliCite debljine

Ako je koeficijent prigusenja jednak nuli, odgovor dobiven sa predlozenim MKDE modelom

odgovarat ¢e rjeSenju za slobodne oscilacije sustava. Crtez 5.41 pokazuje krivulju pomaka u

vremenu, na vrhu ljuske za tri razlicite diskretizacije, usporedenu sa rjeSenjem dobivenim iz

ABAQUS-a koriste¢i 315-osam¢vornih konacnih elemenata i usvajaju¢i b=25 mm. Moze se uociti

kako sve tri mreze postizu odli¢no poklapanje rezultata.
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CrteZ 5.41 Pomak vrha Celi¢ne ljuske za slobodne oscilacije, za debljinu luka od 25mm
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5.5.7 Konzola podloZena posmi¢noj sili na slobodnom kraju

Konzola podlozena posmic¢noj sili na slobodnom kraju, kako je prikazano na crtezu 5.42,
odabrana je u svrhu validacije predlozenog modela za slucajeve upetih rubnih uvjeta, te kona¢nih
pomaka i rotacija. Konzola ima modul elasti¢nosti od £=210 GPa, Sirina poprecnog presjeka
iznosi 1 m, dok je visina poprecnog presjeka 200 mm. Diskretizacija ploCe izvrSena je pomocu

154 konacnih elemenata, kako je prikazano na crtezu 5.42(b).

posmicna sila T

L=10.0 m

K-~ -

(a) (b)
CrteZ 5.42 (a) Pocetna geometrija konzole (b) pripadajuc¢a diskretizacija konzole
Crtez 5.43 prikazuje dijagrame vertikalne sile na slobodnom kraju konzole u ovisnosti o
vertikalnom 1 horizontalnom pomaku slobodnog kraja. Numeri¢ki pomak dobiven predlozenim
modelom usporeden je sa rjeSenjem dobivenim ABAQUS paketom [S10], koriste¢i 100 tro¢vornih

grednih elemenata.

15.0 15.0
e ABAQUS /
10.0 ——MKDE 10.0
: g /.
= = ABAQUS
5 50 S 50 / Q
= = e MKDE
0.0 T T T 1 0,0 T
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
vertikalni pomak / m horizontalni pomak / m
(a) (b)

CrteZz 5.43 Usporedba pomaka na slobodnom kraju konzole (a) sila-vertikalni pomak, (b) sila-horizontalni

pomak.

Na crtezu je vidljivo kako su numericka rjeSenja usuglasena, odnosno kako je predlozeni
model ljusaka sposoban predvidjeti ponaSanje konstrukcije i uslijed konacnih pomaka i kona¢nih
rotacija. Pripadni deformirani oblici konstrukcije, za Cetiri razli¢ite djelujuce sile, prikazani su na

crtezu 5.44.
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(b)

() (d)
CrteZ 5.44 Deformirani oblici konzole za djelujuce opterecenje od (a) 1.1 MN, (b) 2.0 MN, (c) 3.6 MN, (d)
4.9 MN
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6. PRIMJENA RAZVIJENOG MODELA U ANALIZI
KONSTRUKCJA LUKOVA I LJUSAKA

U ovom poglavlju prikazani su neki od moguc¢ih nacdina primjene novo razvijenih

numeri¢kih modela za konstrukcije lukova i ljusaka.

U prvom primjeru analizirana je konstrukcija luka podlozena potresnom optereéenju. U
drugom primjeru analizirano je ponasanje tlatno opterecene ploce slobodno oslonjene na dva
nasuprotna kraja, dok je u tre¢em primjeru analizirano ponasanje tlacno opterecene ploce
slobodno oslonjene na sva cetiri kraja. Ova dva primjera odabrana su iz razloga $to rubni uvjeti
ploc¢e oslonjene na dva kraja uzrokuju gubitak stabilnosti slican onome kod proste grede, dok
ploca oslonjena na sva Cetiri kraja uzrokuju gubitak stabilnost nakon kojeg slijedi poznati efekt
oc¢vrs¢avanja ploce. U Cetvrtom primjeru analizirano je ponaSanje tlatno opterecenog celicnog
cilindra, skupa sa prikazom gubitka stabilnosti i osvrtom na do sada predloZena rjeSenja i

eksperimentalne analize.

Sira primjena razvijenih modela ukljuéuje vremensku analizu proizvoljnih konstrukcija
tankih ploca i ljusaka, te tankih ravninskih lu¢nih i grednih elemenata podloZenih dinamickim
opterecenjima. Takoder, u sklopu predloZzenog modela razvijena je vizualizacija rezultata koriste¢i

open-source platformu Paraview.
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6.1 CELICNI LUK PODLOZEN POTRESNOM OPTERECENJU

Celi¢ni kruzni luk prikazan na crtezu 6.1, podloZen je potresnom optereéenju, a sve u svrhu
prikaza primjene predloZzenog numerickog modela za dinamicku analizu lu¢nih konstrukcija.

Visina poprecnog presjeka uzeta je kao 100 mm, dok je Sirina 1000 mm.

Crtez 6.1 Geometrija celicnog luka
Karakteristika odabranog materijala je E=210 GPa, gusto¢a p=7850 kg/m3, dok je za
konstantu gravitacije usvojeno g=10m/s2. Luk je optereden vlastitom tezinom i potresnom
ubrzanju prikazanom na crtezu 6.2, skaliranog na vrSno ubrzanje od a,=0.5g. Koeficijent

prigusenja usvojen je kao £=91 kNm?/s.

0.8
0.6 1
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0.2 1
0.0 1
-0.2
-0.4
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-0.8
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vrijeme / s

CrteZ 6.2 Horizontalna akceleracija snimljena za vrijeme potresa Petrovac (Crna Gora 1979.)

Horizintalni pomak tocke vrha luka, dobiven predlozenim numerickim modelom, prikazan
je na crtezu 6.3. Potrebno je naglasiti kako proracun uz konac¢ne pomake i rotacije ukljucuje i
eventualni gubitak stabilnosti. Takoder, u sklopu predlozenog modela je osim unosa potresnog
optere¢enja omoguceno jednostavno variranje vrSnog ubrzanja zapisa potresa a, [S20].

60

L LA AR AR AR ARAAAA
R JCANANAN -M—--VV‘VVVV VVVVVTVVY

0 5 10 15 20 25 30 35
vrijeme / s

CrteZ 6.3 Horizontalni pomak to¢ke vrha luka u vremenu
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Na crtezu 6.4 prikazan je oblik promatranog luka u vremenu maksimalnog horizontalog

pomaka vrha luka, skupa sa ¢vornim vektorima pomaka i brzina.

. 0.0622-g 06
‘i\\§ ’ 0.04
S %
F> ,‘/‘// 0.02
0
(@
. W 0‘1467brzina (m/s)
\\\\ _ 0.12
0.08
/é," 0.04
-
(b)

Crtez 6.4 Vektori pomaka i brzina u trenutku maksimalnog horizontalnog pomaka vrha luka (= 6.072 s)
(a) pomak, (b) brzina

6.2 KVADRATNA PLOCA POD TLACNIM OPTERECENJEM

Kvadratna ploc¢a, slobodno oslonjena na dva nasuprotna kraja, odabrana je u svrhu analize
gubitka stabilnosti 1 ponaSanja nakon gubitka stabilnosti predlozenog MKDE modela. Ploca je
podlozena monotono rastu¢em tlaénom opterecenju, izazvanom preko brzine v, kako je prikazano

na crtezu 6.5.

l S

L=2.0m

pretreertteeees

W

L=2.0m

H

1
1
1
-«

Crtez 6.5 Kvadratna ploca pod tlacnim opterecenjem
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Debljina ploce usvojena je kao h=Smm, modul elasticnosti kao E=210 GPa, dok je Poissonov
koeficijent jednak nuli. Da bi se u obzir uzeo eventualni dinamicki utjecaj u nanosenju tlacnog

opterecenja, brzina v varirana je za tri razlicite vrijednosti

v, =2.142¢-10 7 (m/s); v, =5.345¢-107"0 (m/s); vy =1.339£-10 "0 (m/s),  (6.1)

gdje t predstavlja vrijeme u sekundama. Diskretizacija ploce izvrSena je pomocu 608 konacnih
elemenata, kako je prikazano na crtezu 5.19(c).

Kada sila izazvana horizontalnim pomakom uslijed brzine v dosegne kriti¢cnu vrijednost,
sustav postaje nestabilan 1 dolazi do pojave izboc¢ivanja. Da bi se u sustav unio neki oblik
imperfekcije, pretpostavljena je zanemarujuée mala vrijednost gravitacije od g=10"° m/s”.

Rezultati dobiveni predlozenim numeri¢kim modelom, u usporedbi sa analitickim rjeSenjem [M6],

prikazani su na crtezu 6.6.
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CrteZ 6.6 Odnos sila-pomak na sredini kvadratne ploce optereene sa (a) v=v,, (b) v=v,, 1 (¢) v=vs.

Na crtezu 6.6. vidljivo je kako kod vece brzine nanoSenja opterecenja greda postize vece

naprezanje prije tocke gubitka stabilnosti, odnosno kako smanjenjem brzine nanosenja opterecenja
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gubitak stabilnosti se sve viSe priblizava dobro poznatoj Eulerovoj sili. Pripadajuéa raspodjela

pomaka po konstrukciji, prije i poslije tocke gubitka stabilnosti, prikazana je na crtezu 6.7.

pomak (m) pomak (m)
7.97e-006 0.00173 -
—6e 6
0.001
0_
(a)

CrteZ 6.7 Raspodjela ukupnih pomaka ploce podloZene brzini v;, za horizontalni pomak sredista od (a)

0.004 mm i (b) 0.007 mm.

T

m.,..

6.3 SLOBODNO OSLONJENA KVADRATNA PLOCA POD TLACNIM
OPTERECENJEM

Kvadratna ploca, slobodno oslonjena na sva Cetiri kraja, odabrana je u svrhu dodatne analize
gubitka stabilnosti i ponaSanja nakon gubitka stabilnosti predlozenog MKDE modela. Ploca je
podlozena monotono rastu¢em tlacnom opterec¢enju, izazvanom preko brzine v, kako je prikazano
na crtezu 6.8. Debljina plo¢e usvojena je kao b=Smm, modul elasticnosti kao E=210 GPa, dok je

Poissonov koeficijent usvojen kao v=0.3.

|!)— Ve = <«
| ~ a «— V

[=2.0m

e J
%S 2

CrteZ 6.8 Slobodno oslonjena kvadratna ploca pod tlacnim opterecenjem

Da bi se u obzir uzeo eventualni dinamicki utjecaj u nanoSenju tlacnog opterecenja, brzina v

varirana je za tri razli¢ite vrijednosti
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v, =9.417¢-107° (m/s); v, =2.354¢-107 (m/s); vy =5885:-10"" (m/s),  (6.2)

gdje t predstavlja vrijeme u sekundama. Diskretizacija ploce izvrSena je pomocu 608 konacnih
elemenata, kako je prikazano na crtezu 5.19(c).

Kada sila izazvana horizontalnim pomakom uslijed brzine v dosegne kriti¢nu vrijednost,
sustav postaje nestabilan 1 dolazi do pojave izbocdivanja. Da bi se u sustav unio neki oblik
imperfekeije, pretpostavljena je zanemarujuée mala vrijednost gravitacije od g=10"" m/s%.

Rezultati dobiveni predloZzenim numerickim modelom, u usporedbi sa analitickim rjeSenjem [V1],

prikazani su na crtezu 6.9.
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Crtez 6.9 Odnos sila-pomak na sredini slobodno oslonjene kvadratne ploCe opterecene sa (a) v=v,, (b)
v=v,,1(c) v=v;.
Na crtezu 6.9. vidljivo je kako kod vece brzine nanoSenja opterecenja greda postize vece
naprezanje prije tocke gubitka stabilnosti, odnosno kako smanjenjem brzine nanoSenja optere¢enja
gubitak stabilnosti se sve viSe priblizava poznatom analitiCkom rjeSenju. Takoder, vidljivo je kako

predlozeni model nakon gubitka stabilnosti moze podnijeti i ve€a naprezanja od kriti¢nih, §to je u

Metoda konacno-diskretnih elemenata za staticku i dinamicku analizu lukova i ljusaka 104



6. Primjena razvijenog modela u analizi konstrukcija lukova i ljusaka

skladu sa poznatim stvarnim ponaSanjem prezentiranog problema [R10]. Pripadajuca raspodjela

pomaka po konstrukciji, prije i poslije tocke gubitka stabilnosti, prikazana je na crtezu 6.10.

pomak (m) pomak (m)
4.05e-005 —4e-5 0.00382 3
F éo.oo3
265 0.002
0.001
0- 0-
(a) (b)

CrteZ 6.10 Raspodjela ukupnih pomaka slobodno oslonjene ploc¢e podlozene brzini v;, za horizontalni

pomak sredista od (a) 0.02 mm i (b) 0.03 mm.

6.4 CELICNI CILINDAR POD TLACNIM OPTERECENJEM

Celi¢ni cilindar, podlozen monotono rastuéem tla¢nom optere¢enju izazvanom preko brzine
v kako je prikazano na crtezu 6.11 (a), odabran je u svrhu dodatne analize gubitka stabilnosti i
ponasanja nakon gubitka stabilnosti predlozenog MKDE modela. Debljina cilindra usvojena je
kao h=5mm, modul elasti¢nosti kao E=210 GPa, dok je Poissonov koeficijent v=0.3. Brzina

opterecenja uzeta je kao

v=227-10" ¢t (m/s) (6.3)

gdje ¢ predstavlja vrijeme u sekundama. Diskretizacija cilindra izvrSena je pomocu 3922 kona¢nih

elemenata, kako je prikazano na crtezu 6.11 (b).

Kada opterecenje izazvano vertikalnim pomakom uslijed brzine v dosegne kriticnu
vrijednost, sustav postaje nestabilan i dolazi do pojave izbocCivanja. lako postoji analiticki izraz za
kritiéno naprezanje tlacno opterecenog cilindra [V1], jo§ 1930ih primijetilo se kako je stvarna
eksperimentalno dobivena sila kod koje dolazi do izbocivanja znacajno manja od one dobivene
analitickim postupkom. Analizom cijelog niza eksperimenata uoceno je kako sa povecanjem
odnosa R/b stvarna sila gubitka stabilnosti postaje sve manja u odnosu na analiticku, te kako za
konkretni omjer R/b u razli¢itim eksperimentima nema konzistentnosti odnosa eksperimentalnih i
analitickih rezultata [C16]. lako se kao razlog te pojave navodila pretpostavka analitickog

proracuna u kojoj prije gubitka stabilnosti dolazi do isklju¢ivo membranskih naprezanja, kasnije je
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ipak pokazano kako su pocetne geometrijske imperfekcije dominantan faktor pri odredivanju
kriticne sile [S19]. Odabirom pomno proizvedenih uzoraka kriticna optere¢enja su se od pocetnih
15-50% u odnosu na analiticke vrijednosti popela na 50-90% [S19]. Daljinom analizom
eksperimenata utvrdeno je takoder da eksperimentalne vrijednosti kriti¢ne sile nisu proporcionalne

sa (b/R), kako je predvideno klasi¢cnom linearnom teorijom [C16].

3,0m

(a) (b)
Crtez 6.11 Slobodno oslonjeni ¢eli¢ni cilindar pod tlacnim optere¢enjem (a) geometrija, (b) diskretizacija
Rezultati dobiveni predloZzenim numerickim modelom prikazani su na crtezu 6.12. Sa crteza
je vidljivo kako do gubitka stabilnosti dolazi prije dosezanja analitickih kriticnih naprezanja (pri
0.460y,i) [M6], Sto je u skladu sa navedenim razmatranjima [C16]. Detaljniji zakljucci 1 analize
moguci su samo provedbom opsezne analize konkretnog problema, variraju¢i gustoe mreze
konac¢nih elemenata, brzinu nanoSenja optere¢enja i debljinu stjenke cilindra, $to je ostavljeno

izvan opsega ove radnje.
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Crtez 6.12 Odnos sila-pomak za slobodno oslonjeni ¢eli¢ni cilindar.

Potrebno je takoder napomenuti kako kod promatranog primjera nije bilo potrebno unijeti

neku vrstu imperfekcije u sustav. Naime, zbog zaokruZivanja u iznosima zakrivljenosti kod
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elemenata cilindra biljeZe se odstupanja, koja sve dok je cilindar u globalnoj ravnotezi nemaju
utjecaj na njegovu globalnu i lokalnu stabilnost. Medutim, u trenutku dosezanja kriticnih
naprezanja sustav postaje nestabilan, i upravo tim odstupanjima u kombinaciji sa koriStenjem
eksplicitne integracije za rjeSavanje jednadzbi gibanja u vremenu dolazi do pojave lokalne ili

globalne nestabilnosti. Raspodjela pomaka po konstrukciji, dobivena predlozenim numeri¢kim

modelom prikazana je na crtezu 6.13.

(a) (b)
(© (d)

CrteZ 6.13 Celi¢ni cilindar pod tlaénim optere¢enjem u vremenima od (a) 10's, (b) 21's, (c) 30's, i (d) 40 s.
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7. ZAKLJUCCI I PRAVCI DALNJIH ISTRAZIVANJA

U prvom dijelu ovog poglavlja iznijet ¢e se osnovni zakljucci koji proizlaze iz istrazivanja i
analiza provedenih u ovom radu, kao i1 prednosti i nedostaci izloZenih modela. Takoder, navedeni

su i mogucéi pravci daljnjih istrazivanja.

71 ZAKLJUCCI

U ovom radu su u okviru kombinirane metode konacno-diskretnih elemenata predstavljeni
novi numeri¢ki modeli za analizu tankih lukova i ljusaka izloZenih proizvoljnom statiCkom i
dinamic¢kom opterecenju. Za razvijene modele nametnuti su zahtjevi preciznosti, jednostavnosti

formulacije, rac¢unalne u¢inkovitosti i primjene na proizvoljnu geometriju lukova i ljusaka.

Kombinirana metoda konacno-diskretnih elemenata zasniva se na simulaciji ponaSanja
velikog broja diskretnih elemenata koji se mogu nac¢i u medusobnoj interakciji. Svaki diskretni
element diskretiziran je vlastitom mrezom konacnih elemenata, ¢ime je omogucena njegova
deformabilnost. Masa diskretnog elementa nalazi se koncentrirana u C¢vorovima konacnih
elemenata, u kojima se za svaki vremenski korak provodi eksplicitno rjeSavanje jednadzbe

gibanja. Nema potrebe za sastavljanjem matrice masa ni matrice krutosti.
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Integracijom gore navedenih zahtjeva, u sklopu ove disertacije kreiran je originalni

numeric¢ki model za analizu tankih lukova, ¢iji znanstveni doprinos ukljucuje:

e Razvoj novog i originalnog algoritma za stati¢ku, dinamicku i analizu stabilnosti grednih
elemenata. Algoritam se bazira na dvo¢vornim konacnim linijskim elementima oslobodenih
rotacije, 1 uzima u obzir linearno elasticno ponaSanje materijala uz eksplicitnu integraciju

jednadzbe gibanja u vremenu.

e Implementacija novorazvijenog algoritma za staticku, dinamicku i analizu stabilnosti tankih

grednih elemenata u Yfdem otvoreni racunalni program koji se bazira na MKDE.

e Validacija i primjena novorazvijenog racunalnog programa u statickoj, dinamickoj i1 analizi
stabilnosti tankih grednih i lu¢nih konstrukcija. Program u obzir uzima geometrijsku

nelinearnost, te kona¢ne pomake i rotacije.

Usporedbom numerickih rezultata dobivenih racunalnim programom Yfdem s rezultatima
dostupnima u literaturi, te numerickim rezultatima dobivenim pomocu racunalnih programa za
nelinearnu analizu konstrukcija baziranih na metodi kona¢nih elemenata, pokazalo se da razvijeni
numericki model vrlo dobro opisuje ponasanje tankih luc¢nih i grednih konstrukcija izlozenih
statickom 1 dinamickom optere¢enu. Primjenom open-source platforme Paraview omogucena je
vizualizacija rezultata. Takoder, pokazalo se kako predloZzeni numeri¢ki model moze i precizno

opisati pojavu gubitka stabilnosti i post-kritiénog ponasanja predmetnih konstrukcija.

Jednostavnost formulacije modela lukova potpomognuta je odabirom ravnih dvoévornih
kona¢nih elemenata. Medutim, opisivanje zakrivljene geometrije luka ravnim elementima, kao 1
koristenje eksplicitne numericke integracije jednadzbi gibanja u vremenu dovodi do potrebe za
gustom diskretizacijom konstrukcije. Posljedi¢no, to moze rezultirati vrlo malim vremenskim
korakom, S§to bitno produljuje i poskupljuje vrijeme proracuna. Smatra se da daljnjim razvojem
snage racunala, te razvojem paralelnog koda prikladnog za rad na klasteru, ovaj problem moze biti
znatno smanjen. Medusobna neovisnost jednadzbi gibanja posebno je povoljna za primjenu

istovremenog (paralelnog) procesuiranja.

Preciznost i robusnost formulacije za analizu tankih lukova stvorila je temelje za njezino
poopcenje na opcu analizu tankih ploca i ljusaka. U sklopu ove disertacije kreiran je originalni

numeric¢ki model za analizu tankih ploca i ljusaka, ¢iji znanstveni doprinos ukljucuje:

e Razvoj novog i originalnog algoritma za staticku, dinamicku i analizu stabilnosti tankih ploca i

ljusaka. Algoritam se bazira na tro¢vornim konacnim elementima oslobodenima rotacije, i
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uzima u obzir linearno elastiéno savojno ponaSanje materijala uz eksplicitnu integraciju

jednadzbe gibanja u vremenu.

e Implementacija novorazvijenog algoritma za statiCku, dinamicku i analizu stabilnosti tankih

ploca i ljusaka u Yfdem otvoreni racunalni program koji se bazira na MKDE.

e Validacija i primjena novorazvijenog racunalnog programa u stati¢koj, dinamickoj i analizi
stabilnosti tankih ploca i ljusaka. Program u obzir uzima geometrijsku nelinearnost, te konacne

pomake i rotacije.

Izravnim proSirivanjem formulacije lukova na analizu ploca i ljuska dolazimo do Modela I,
gdje se analiza savojne krutosti provodi promatranjem dvaju susjednih konacnih elemenata.
Medutim, buduc¢i da dva susjedna elementa nude samo cetiri ¢vora, zakrivljenost ne moze biti
egzaktno odredena. Iz tog razloga potrebno je istodobno promatrati grupu sastavljenu od
konacnog elementa i svih njemu susjednih kona¢nih elemenata, $to dovodi do Modela II. Model 11

je u kasnijim analizama usvojen za proracun savojne krutosti predmetnih konstrukcija.

Usporedbom numerickih rezultata dobivenih racunalnim programom Yfdem s rezultatima
dostupnima u literaturi, te numerickim rezultatima dobivenim pomocu racunalnih programa za
nelinearnu analizu konstrukcija baziranih na metodi konac¢nih elemenata, pokazalo se da razvijeni
numericki model vrlo dobro opisuje ponaSanje tankih ploca i ljusaka izlozenih statickom i
dinamickom optere¢enu. Primjenom open-source platforme Paraview omogucena je vizualizacija
rezultata. Takoder, pokazalo se kako predlozeni numericki model moze precizno opisati pojavu

gubitka stabilnosti 1 post-kriticnog ponasanja predmetnih konstrukcija.

Jednostavnost formulacije potpomognuta je odabirom trokutastih tro¢vornih konaénih
elemenata. Njihov odabir omogucuje i ucinkovitu reprezentaciju proizvoljno zakrivljene
geometrije. Ekvivalentno modelu lukova, opisivanje zakrivljene geometrije ravnim elementima i
koristenje eksplicitne numericke integracije jednadzbi gibanja u vremenu dovodi do potrebe za
gustom diskretizacijom konstrukcije. To nadalje moZe rezultirati vrlo malim vremenskim
korakom, §to bitno produljuje i poskupljuje vrijeme proraCuna. Smatra se da se daljnjim razvojem
snage racunala, te razvojem paralelnog koda prikladnog za rad na klasteru, ovaj problem moze
znatno smanjiti. Medusobna neovisnost jednadzbi gibanja posebno je povoljna za primjenu

istovremenog (paralelnog) procesuiranja.

Prema autorovim saznanjima, ovo je za sada jedini model koji omogucuje ucinkovitu
staticku, dinamiCku 1 analizu stabilnosti tankih plo¢a i1 ljuska u sklopu MKDE, koristec¢i

najjednostavnije trokutaste tro¢vorne kona¢ne elemente.
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7.2 MOGUCI PRAVCI DALNJIH ISTRAZIVANJA

Mogu¢i pravci daljnjih istrazivanja mogu se odvijati u podru¢ju usavrSavanja numerickog
modela, uzimajuci u obzir osnovne principe 1 prednosti MKDE. U nastavku su navedeni neki od
njih:

e razvoj modela koji uklju¢uje mogucnost kontaktne interakcije. Ako svakom kona¢nom
elementu pridruzimo tri tetraedra, kako je prikazano na crtezu 7.1, ve¢ postojeci algoritmi
za kontaktnu detekciju i interakciju mogu biti primijenjeni i pri analizi ljusaka. Algoritmi
su u Yfdem implementirani prema principima prikazanima u poglavlju 3.1. U okviru
takvog prosSirenja omogucila bi se vremenska analiza ljusaka podlozenih udarima, te

medusobna interakcija dvaju ljusaka.

3 >

4
Crtez 7.1 Element ljuske predstavljen preko tetraedara

e poboljSanje numerickog modela uvodenjem materijalno nelinearnog ponasanja.

Promatranjem raspodjele naprezanja po debljini ploCe, uz implementaciju nelinearne veze

naprezanje-deformacija, moZe se proracunali moment koji u obzir uzima i materijalnu

nelinearnost. To je posebno znafajno u analizi tankih ploca, izgradenih od celika i

aluminija, gdje materijalna nelinearnost posjeduje veliki utjecaj na post-kriticno ponasSanje.

e razvoj modela interakcije ljusaka sa fluidlom. MKDE principi dopustaju kombiniranje
razli¢itih konac¢nih elemenata, Sto daje mogucnost opisivanja fluida pomocu ve¢ postojecih
elemenata tetraedra, oslobadanjem njihove posmic¢ne krutosti. Daljnjim kombiniranjem
tetraedara sa konac¢nim elementima za analizu ljuska pruZena je moguénost simuliranja
vanjskih udara i prenoSenja udarnog vala na eventualnu tekucinu u zakrivljenoj

konstrukciji (npr. silosi).
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