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Sazetak

U ovom radu razvijena je nova adaptivha numeri¢ka tehnika bazirana na metodi kontrolnih
volumena i modificiranim hijerarhijskim Fup baznim funkcijama. Takve bazne funkcije
spadaju u atomske bazne funkcije, zadovoljavaju razvoj jedince ("partition of unity") i imaju
mogucnost lokalnog poboljSavanja rjeSenja u obliku h-p adaptacije. Adaptivha analiza biti ¢e
provedena na nestacionarnoj advekcijsko-disperzijskoj jednadzbi. Efikasnost nove adaptivne
tehnike pokazat ¢e se usporedbom numeric¢kog rjieSenja dobivenog koristenjem jednolikog
rasporeda Fup baznih funkcija te onog dobivenog koristenjem adaptivne tehnike i
modificiranih hijerarhijskih Fup baznih funkcija.

Kljuéne rijec¢i: h-p adaptacija, hijerarhijske Fup bazne funkcije, advektivho-disperzijska
Jjednadzba, metoda kontrolnih volumena

Numerical adaptive modelling of the advective dominant
problems using modified hierarchical Fup basis functions

Abstract

In this paper, a new adaptive numerical techniqgue was developed based on the control
volume method and the modified hierarchical Fup basis functions. Such basic functions
belong to the class of atomic basis functions, satisfy partition of unity and have the ability to
locally improve solutions in the form of h-p adaptation. An adaptive analysis will be
performed on the non-stationary advection-dispersion equation. The efficiency of the
proposed adaptive technique will be presented by comparison of the numerical solution
obtained by using a uniform distribution of Fup basis functions, and the one obtained by
using adaptive technique and modified hierarchical Fup basis functions.

Keywords: h-p adaptation, hierarchical Fup basis functions, advection-dispersion equation,
finite volume method
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1. Uvod

Kod rjeSavanja inzenjerskih problema kao Sto su pronos topline i/ili zagadenja, Sirenje
pukotina ili turbulencija tezi se koriStenju numerickih alata koji ¢e ubrzati i pojeftiniti proces.
Jedna od ideja je koriStenje adaptivnog procesa Kkoji koristi finiju mrezu samo tamo gdje su
promjene rjeSenja zahtjevnije.

Zbog potrebe za lokalnim poboljSanjem baze, doSlo je do razvoja odredenog broja alata kao
8to su T-splineovi [1], hijerarhijski B-splineovi [2] i modificirani hijerarhijski B-splineovi [3].
Takva ideja modificiranja baze je implementirana u ovom radu koriste¢i Fup bazne funkcije
[4],[5], koje imaju moguénost lokalnog poboljSanja i to u obliku h-p adaptacije (podizudi
rezolucijski nivo podize se i red bazne funkcije).

Cilj ovog rada je pokazati na 1D advekcijsko-disperzijskoj jednadzbi prednosti adaptivnog
postupka u odnosu na jednoliki raspored baznih funkcija.

2. Advekcijsko-disperzivna jednadzba
Diskretizacija parcijalne diferencijalne jednadzbe (PDJ) biti ¢ée predstavljena na 1D
advekcijsko-disperzijskoj jednadzbi (ADJ) u obliku:

dc(x,t) D 0%c(x,t) Vac(x, t)

1
9t EP% 9% ,x Xt € (a,b) x (0,00) Q)
s pocetnim uvjetima:
c(x,0) = Co(x) %)
i rubnim uvjetima:
dc(b,t
c(a,t) = G(t),% = H(t) (3)

gdje c (koncentracija u pronosu mase) predstavlja rjeSenje pocetno-rubnog problema (1)-(3),
a D [m?s] i V [m/s] su koeficijenti disperzije i brzine koji u opc¢enitom sluaju mogu biti
funkcije prostora, vremena i/ili nepoznatog rjeSenja.

3. Metodologija

3.1. Bazne funkcije

Fup funkcije pripadaju klasi atomskih baznih funkcija i jako su bliske viSe poznatim B-spline
funkcijama. Za razliku od B-spline funkcija, funkcije Fupn(§) su finite funkcije iz klase C~,
gdje n oznaCava najviSi stupanj polinoma koji se moze to€no prikazati u obliku linearne
kombinacije baznih funkcija dobivenih pomicanjem funkcije Fupn(§) za karakteristicni
odsjeCak veli€ine A¢=2" [4],[5]. Derivacije Fupn(¢) baznih funkcija su kontinuirane i glatke
funkcije, Sto se vidi na slici 1., gdje je prikazana Funkcija Fup2(§) i njene prve tri derivacije

[4].
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Slika 1. Fupz i njene prve tri derivacije

3.2. Hijerarhijske modificirane Fup bazne funkcije

Hijerarhijske Fup bazne funkcije imaju mogucénost lokalnog poboljSanja rjeSenja, na nacin da
se moze mijenjati jedna ili vise baznih funkcija s ciljiem bolje i efikasnije aproksimacije
rieSenja. U istrazivanju u Wei i koautora izloZena je procedura hijerarhijskih B-spline baznih
funkcija koriste¢i Bs-spline bazne funkcije [3]. Sli€na ideja je implementirana u ovom radu
koriste¢i Fupn bazne funkcije koje takoder imaju mogucnost razvoja hijerarhijskih baznih
funkcija. Prvo se na rezolucijskom nivou "0" postavi skup jednoliko rasporedenih baznih
funkcija (uniformni grid). Zatim se prema [3,4] ta baza mozZe proSiriti, zamjenjujuci svaku
odabranu Fup baznu funkciju s vise baznih funkcija na prvom rezolucijskom nivou. Takva
zamjena ukazuje na lokalno pobolj$anje baze nivoa "0" koja koristi jednoliki raspored baznih
funkcija istog reda. PoboljSanje ¢e se vrsiti rekurzivno, sve do maksimalnog rezolucijskog
nivoa ili dok se ne zadovolji poCetna zadana to¢nost adaptivnog procesa (gadap). U nastavku
¢e biti objasSnjena konstrukcija dva uzastopna nivoa. Razlika primjene B-spline i Fup baznih
funkcija u proceduri hijerarhijskih baznih funkcija iz [3] je u procesu konstruiranja viSeg
rezolucijskog nivoa "I+1".

Za B-splineove vrijedi:

p+1

Lm+1y .
Bl = ) e Bl © =55 (P T ) i=01nt -1 @)

k=0
Iz Eega je vidljivo da se jedna Bn-spline funkcija s nivoa
funkcija na nivou "l+1".

zamjenjuje s n+2 Bn-spline baznih
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Kod Fupn baznih funkcija u procesu konstruiranja rezolucijskog nivoa "I+1" jedan Fupn

zamjenjuje s n+2 Fupn+1 baznih funkcija (slika 2) prema izrazu:
n+1

k n+1 1 m+1
Fuprll(g)=ZC§+1'FUP1I#1<E—W+W)Z C”f“:W( K ) (5)
k=0
Dakle, koriste¢i Fup bazne funkcije dobiva se baza koja na svakom rezolucijskom nivou
povecava red Fupa.
Kako bi se ostvarilo bitno svojstvo Y. Fupl (§) = 1, Fup bazne funkcije se modificiraju na
nacin:

. 1 * 1
Fupy (§) = o Fupn(§); Fuppty (§) = o7 Fuppti (§) (6)
te se nadalje radi s modificiranom Fup bazom koja ispunjava svojstvo razvoja jedinice.

08 - ’ ~
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Fupix}

04 |-
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0 02 0.4 0.6 0.8
X

Slika 2. Funkcija Fupz u obliku linearne kombinacije Fupz baznih funkcija

3.3. Adaptivna strategija

Nepoznato rjeSenje se izrazava pomocu linearne kombinacije nepoznatih koeficijenata i
baznih funkcija:

0= ) a©) ¢ ™
J
gdje qj(t) predstavlja koeficijente baznih funkcija, a ¢j(x) Fup bazne funkcije.
Primjenom formulacije kontrolnih volumena [6] na ADJ (1) dobiva se:
t+At t+At

da; e, o
j ‘gft)dtnj(pj(x)dxz f a;(t)dt jD(p—1(x)dx— jV—(pajix) dx 8)
i t

dx?
t i i
Kada se postave jednadzbe za sve unutrasnje kontrolne volumene s potrebnim rubnim

jednadzbama, dovodi se do konaénog skupa algebarskih jednadzbi u obliku:

Au=b»b 9)
gdje je A={ai} matrica sustava, u={ui**'} vektor nepoznanica Fup koeficijenata, a b={bj}
vektor "desne strane".

Prvo se numericko rjeSenje dobije temeljem jednolikog rasporeda kontrolnih volumena (O-ti
nivo), nakon €ega se rauna pogreska na kontrolnom volumenu upola manje Sirine. Zatim
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se za sve one kontrolne volumene koji nisu zadovoljili parametar adaptacije uvodi novi
rezolucijski nivo. Postupak se ponavlja sve dok kriterij adaptacije nije zadovoljen na svakom
kontrolnom volumenu ili se postigne najveéi moguci rezolucijski nivo. Za ocekivati je da ée
finiji raspored kontrolnih volumena biti u dijelu domene gdje je promjena rjeSenja zahtjevnija
(slika 3). Dobiveni raspored predstavlja odgovaraju¢u racunalnu mrezu potrebnu za
definiranje prostorne diskretizacije PDJ za trenutni vremenski trenutak. Takav raspored
vrijedi za jedan globalni vremenski korak Sto zna¢i da se nakon svakog globalnog
vremenskog koraka mora odrediti novi raspored baznih funkcija i kontrolnih volumena.
Unutar svakog globalnog vremenskog koraka postoje lokalni vremenski koraci, koji
predstavijaju vremenski korak diskretizacije PDJ. Adaptivha procedura dinamicki prati
promjene rjeSenja tako da u svakom globalnom vremenskom koraku generira guséi
raspored kontrolnih volumena upravo tamo gdje su najveéi gradijenti i promjene rjesenja.

;
08
06
a) ¥
= 04
02
0 ] 23 [ 8 7 T2
X
b)
0.2 04 W, 0.6 0.8 1.2
B L
Slika 3. Primjer ostrog fronta (a) i shematski prikaz adaptivnog rasporeda kontrolnih
volumena (b)
4. Rezultati

Zadana je 1D ADJ s konstantnim koeficijentima disperzije (D=10- m?/s) i brzine (V=107
m/s), parametrom adaptacije gadap=5*10, te pocetnim i rubnim uvjetima:

c(x,0) = Co(x) (10)
c(0,t) = 1; Oell.t) _ 0 (11)
ox

U ovom radu se prikazuje rieSenje (slika 4.) dobiveno adaptivhom tehnikom za pocetni
trenutak t=500 s i rjeSenje dobiveno nakon 200s (t=700s) unutar 4 globalna koraka (4
adaptivne mreZe) u kojem je bilo 10 000 lokalnih koraka (AtLok=0.005 s).
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Slika 4. RjeSenje adaptivhom tehnikom u trenutku t=500s (a) i t=700s (b)

Pocetni raspored je definiran kao 66 jednoliko rasporedenih Fup: baznih funkcija, dok
adaptivna baza sadrzi 82 bazne funkcije (3 rezolucijska nivoa, Fupi+Fupz+Fups) dobivene
integralnim zadovoljenjem adaptivnog kriterija (€adap=5*10"*) na svim kontrolnim volumenima.
Apsolutna pogreska je dana usporedujuéi jednoliki i adaptivni raspored baznih funkcija (slika
5.), gdje se vidi prednost koriStenja h-p adaptacije u odnosu na jednoliki raspored baznih
funkcija kod rjeSavanja problema koji imaju veliki diskontinuitet. Odstupanje numeri¢kog
rieSenja od analititkog moze se kontrolirati mijenjajuci kriterij adaptacije.

Uniformni

08

Err()é)

0.015

0.01

0.005

Adaptivni

Pogreska

Adaptivai

0.001
0.0008
0.0006
0.0004

0.0002

%,6 065 07 x0.75 08 085

50X

Slika 5. GreSka aproksimacije uniformnog (a) i adaptivnog rjeSenja (b) za t=700s
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5. Zakljuéak

U radu je koriStena tehnika hijerarhijskin adaptivnih Fup baznih funkcija koje podizuci
rezolucijski nivo povecavaju i red bazne funkcije. Takva h-p tehnika adaptacije nije moguca
s klasi¢nim spline baznim funkcijama. Adaptivna procedura primijenjena je na rjeSavanju 1D
ADJ gdje je advekcijski ¢lan dominantan. Zbog poc¢etnog uvjeta, koji stvara oStri gradijent, i
dominantne advekcije koji takav problem provodi kroz domenu, dolazi se do potrebe za
poboljSanjem baze koja ¢e mo¢i toc¢nije i efikasnije opisati problem u svakom trenutku.
Pokazana tehnika pokazala je poboljSanje u numeric¢koj aproksimaciji problema u odnosu na
uniformni raspored baznih funkcija, to se najbolje ocituje kroz prikaz pogreske uniformnog i
adaptivnog rjeSenja u zadnjem globalnom trenutku.
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